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Meccanica Applicata alle Macchine — Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello del 9 gennaio 1998

ES. 1 - Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, nella configurazione rappresentata:
lavelocita e I'accelerazione del punto F
la coppia motrice applicata alla manovella OA
le reazioni nellacerniera O’
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
il sstemaoperl in un piano verticale;
la geometria sia completamente nota (angoli e lunghezza);
la velocita angolare della manovella OA: w=costante verso antiorario;
dell’ elemento DEF la massa & concentratain G e JsSail momento di inerzia;
gli attriti sSiano trascurabili;

laforza Q applicatain F sia verticae. 200

D

ES. 2 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
Scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema;
Indicare come € possibile determinare le frequenze proprie e i modi di vibrare del

sistema e la legge di moto.
A ta fine g ritengano note: la massa del carrello (M) e della massa sospesa (m), il
momento di inerzia baricentrico (J) del disco r (interno) ed R (esterno).

Y = Acos (wt)
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ES. 3 — Descriverei principi di funzionamento dei freni a disco ricorrendo anche ad uno sviluppo
analitico.
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Soluzione proposta

Analis del sistema.

Definiamo traiettoria, velocita e accelerazione assolute di ogni punto notevole:

Punto del Traiettoria assoluta Velocita Accelerazione
sistema assoluta assoluta

O punto aterra nulla nulla

O punto aterra nulla nulla

A circonferenza centratain O WLOA nota Wi (WL OA)
B circonferenza centratain C ? 2

C punto aterra nulla nulla

D circonferenza centratain C ? 2

E circonferenza centratain O’ ? ?

G ? ? 2

F ? ? 2

Primo quesito: la velocita eI’ accelerazione nel punto F:

Utilizzo il teorema dei moti relativi posizionando una terna traslante di moto circolare uniforme
attorno ad O in A, in questo modo trovo la velocita del punto B:

V,(essoluta) | = vV, |7 Vea
(?) wec BC WOA (P wasAB
"BC NOA " AB
O
A

5>
Va

B
VBA

B
C

La chiusura dell’ equazione vettoriale permette di determinare la velocita assoluta di B e la velocita
del punto B relativamente a punto A.

I modulo della velocita assoluta di B permette di determinare la velocita angolare dell’ asta BC:

Upge = B—é VErso orario
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Il modulo della velocita di B rispetto ad A permette di determinare la velocita angolare dell’ asta
AB:

BA

\% ,
W,p = VErso orario
AB

Calcolo le accelerazioni sempre con laformuladi Rivals, applicabile in quanto il moto tradatorio e
della terna mobile ci permette di affermare che il termine dovuto all’ accelerazione complementare &
nullo:

éB - éA + éBA

Tg norm Tg norm Tg norm
Modulo | (PweBC | w2 BC f ] ui0A | | (WweAB | wi,AB

Direzione NBC /IBC - I/OA N AB IIAB
verso C verso O verso A

O
_5BA norm A tg
aA norm
B g
B 53 norm
C

Il modulo della accelerazione tangenziale assoluta di B permette di determinare la accelerazione
angolare dell’ asta BC:

S — aBt

BC_BC

I modulo dell’ accelerazione tangenziale di B rispetto ad A permette di determinare |’ accelerazione
angolare dell’ asta AB:

~ — a'ABt

l'IAB_ AB

Anche lavelocita e I’ accelerazione di D e ora completamente nota:

A = modulo w,.DC
direzione NDC
tg n
a, = modulo W, .DC w2.DC
direzione NDC /IDC
verso C
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Calcoliamo la velocita di E utilizzando una terna mobile con origine in D e dotata di moto
traslatorio circolare attorno a C.

— —

VE - VD
Modulo | (7w, O'E w,.DC
Direzione NOE ADC

Il modulo della velocita assoluta di E permette di determinare la velocita angolare dell’ asta O’ E:
\% :
Woe = —=— VErso orario
O'E
Il modulo della velocita di E rispetto a D permette di determinare la velocita angolare dell’ asta DE:

\Y, :
Wpe = % VErso orario

Passiamo ora alla determinazione delle accelerazioni:

é-EAss. - ap Agp
Tg n Tg n Tg n
Modulo (?)WO'EOI E W(Z)'E OE WDCCD Wg CCD (?)WED ED \NED ED
Direzione NOE /IO'E ~NCD /ICD NED //[ED
verso O’ verso C verso D

Il modulo dell’ accelerazione tangenziale assoluta di E permette di determinare la accelerazione
angolare dell’asta O’ E:

AE
O'E

Woe = Verso antiorario

mentre il modulo dell’accelerazione tangenziale di E rispetto a D permette di determinare
I" accelerazione angolare dell’ asta ED:

W A Verso orario
ED —
ED
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Il grafico vettoriale corrispondente alla tabella prima riportata &

o

- _ \7D + _'FD
Ve |7| 0,.DC U, FD
~CD NED
ap + 8
a. |= Tg n Tg n
U,.DC u2.DC U.,DF Uz, DF
~CD /ICD " DF /IDF
verso C verso D

Anche lavelocita e I’ accelerazione di G possono essere ricavate con un procedimento anal 0go.

L a coppia motrice applicata alla manovella OA

La coppia necessaria a garantire il moto puo essere determinata tramite un bilancio di potenze,
semplificato dalla mancanza di forze di attrito:

dE,
dT

:Wm_vvr

Variazione di energia cinetica

Coincide con quella dell’ elemento DEF che € |’ unico elemento dotato di massa:

dE .
c _ - s = — ;s S
- MVG aG +JGWDEF WDEF
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Potenza motrice

E’ fornita dal motore collegato alla manovella:
W =C_ "W
dove la velocita angolare della manovella e un dato del problema.

Potenza resistente

E’ dovutaalavariazione di quota del baricentro dell’ elemento DEF ed allaforzaQ ad
applicata:

WrZ_Q, \7F_ MQ'VG

Bilancio di potenze

L’ equazione risultante &:
MVG aG +‘]GWDEF WDEF = C

incui tutti i termini risultano essere noti a meno dell’incognita Cm.
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Lereazioni vincolari nella cerniera O’

La considerazione da tenere presente € che l’asta O’ E e una biella e quindi lareazionein O’ sara
diretta come la biella stessa.

Definita la direzione della reazione rimangono da determinare il modulo ed il verso della stessa.
Allo scopo é possibile scrivere un momento rispetto alla cerniera D (in modo da evitare che le forze
agenti in D, incognite, compaiano nell’ equazione) ed annullarlo.

Per quanto riguarda il modulo ed il verso dell’ accelerazione del baricentro G e dell’ accelerazione
angolare di DEF s puo fare riferimento a quanto ricavato per lo studio della cinematica. | vers
indicati nel disegno hanno il puro scopo di segnalare la presenza di unaforza e di un momento e
quindi sono daintenders puramente qualitativi.

L a seguente relazione esprime in forma vettoriale I’ equilibrio richiesto:

M, = R,LDO; +J W+ M3a.L DG +MgLDG +QLDF =0
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[1° Esercizio

Soluzione proposta

Dati:
- M massa carrello
- M massa sospesa
. Jmomento d'inerzia baricentrico del disco
-1, R rispettivamente raggio interno ed esterno del disco.

Il sstemas presentaatre gdl di cui uno con legge di moto imposta.
Come coordinate libere assumiamo:

.y spostamento assoluto del carrello (positivo verso destra);

. ( rotazione disco (positivain senso orario)

. X spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra).
Tutte le coordinate hanno origine nella posizione di equilibrio statico.

Utilizziamo il metodo di Lagrange per la soluzione.

Calcolo energia cinetica:

E = Iy

cincarrello 2

1 .
Ecindisco = i‘hz

L a massa sospesa ha velocita verticale pari a

V esasospess = GR
Quindi:
E soresmpen = 3 TR’
= am:%M%+%if+%m¥&

L’ energia potenziale é data:

1
EPot I molla = E K(X_ y)2

E —lK(q-x)2

pot Il molla — E

Epot massasosp. mgar

Epo =5 K(x- y) 2Kl - %) - mglcR)

nell’ipotesi che tutte le variabili siano misurate a partire dalla condizione di equilibrio statico.
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Cza-igol iamo le equazioni differenziali che descrivono la vibrazione del sistema:

1TEcin = )
W Mx
d 1-[Ecin —

a—'ﬂ)'( = MX

1TEcin —_
™

E
“ﬂ;m = Klx- y)+K o - ¥

b | equazione {Mx + Kqr - Ky =f
Seconda equazione:

TEan = 35+ mR2%g
fa
%ﬂ?—é‘“:\]d+nﬂzd
%:f
%zK(qr- x)r + mgR

P 1l equazione (+ rrRZ)iq' +Kr?g- Krx + mgR =f

La terza equazione, che descrive 1o spostamento del vincolo, e data in termini finiti tra i dati del
problema.



Es. 2: Analisi del sistema

X
y=Acos(mt) j—'
4>

K K J \64
/
mg

Il sistema si presenta a tre gradi di liberta anche se la posizione del vincolo ¢ data da una legge
imposta:

<

X posizione assoluta del carrello (positivo verso destra);
0 rotazione assoluta del disco (positiva se oraria);
y spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra);

si ipotizza che tutte le coordinate sopra riportate hanno valore nullo nella configurazione in cui tutte
le molle del sistema non presentino deformazione.

Energia cinetica del sistema

L’energia cinetica totale del sistema ¢ la somma di quella del carrello (solo traslatoria) e di quella
del disco (solo rotatoria) e di quella della massa sospesa (solo traslatoria):
Energia cinetica carrello:

E :lMx2
2

c—car

Energia cinetica disco:

E =1J¢92
2

c—disco

Energia cinetica massa sospesa:

E._,. =lmV,,fY =lmR20'2
S 2 S 2

Dove Vi, rappresenta la velocita assoluta del baricentro della massa sospesa.

L’energia cinetica totale del sistema ¢ data quindi da:

E =1sz +1J9'2 +lmR292
2 2 2

c



Energia potenziale del sistema

L’energia potenziale totale del sistema ¢ la somma di quella gravitazionale (dovuta alla variazione
di quota del baricentro della massa sospesa conseguente alla rotazione del disco) e di quella elastica
(dovuta alle variazioni di lunghezza delle due molle presenti nel sistema):

Energia potenziale elastica:

E, = ;K(x —y) + ;K(ré? —x)

Energia potenziale gravitazionale:

E ; =-mgRO

L’energia potenziale complessiva del sistema ¢ data quindi da:

E = ;K()c—y)2 +;K(7‘9—)€)2 - mgRO

p

Equazioni di equilibrio

Le equazioni che descrivono il moto possono essere ricavate dalle espressioni dell’energia cinetica
e di quella potenziale utilizzando il metodo di Lagrange:

Prima equazione:

d(0E.) OE. +8E,, 0
dr\ ox ox  ox
oE, _
= Mx
ox
d (BEC) "
dr\ ox
E, _ 0
ox
oE

P =K(x-y)+K(x-r6)
X

L’equazione di equilibrio risultante ¢:

Mi+2Kx - Kr@ =Ky



Seconda equazione:

d(aECj_aEC +8E,, o
dt\ 06 ) 06 06
e _ 164 mr%6

00
d(aE?j=J9+mRzé
dt\ 00

JF, o

06

oF

8(9p = K(6r — x)r —mgR

L’equazione di equilibrio risultante ¢:

JO+mR*0 +K(r6—x)r—mgR =0

In termini matriciali ’equazione puo essere espressa come:
M 0 X 2K —-rK ||x Ky

{ 0 J+ mRz}{é’} ¥ {— rK rzKHH} - {ng}

Si noti che si perviene solo a due equazioni differenziali in quanto lo spostamento del vincolo ¢
fornito in termini finiti dai dati del problema.

Frequenze proprie del sistema

Il sistema considerato si presenta libero non smorzato con entrambe le matrici di massa e rigidezza
simmetriche e definite positive, per cui le soluzioni in questo caso sono puramente armoniche, cio¢
del tipo:

(O} =1X, je"

sostituendo le soluzioni nel sistema si ha:
[ [M ]+ [KTJ{x, e ={o)

Per avere soluzioni diverse dalla banale {X 0} = {0} , occorre che le @), siano le radici di:

det| o [M]+[K]]|=0



ovvero di:

2K — M —
det (00 rk J = O

K K -a}(J+mR?
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Meccanica Applicata alle Macchine — Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello dell’ 11 febbraio 1998

ES. 1 - Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:

lavelocita e I'accelerazione del punto F

la coppia motrice applicata alla manovella OA

le reazioni nellacernieraC
Nello svolgimento dell'esercizio s supponga che: @) il sistema operi in un piano verticale, b) la
geometria sia completamente nota (angoli e lunghezze); c) la velocita angolare della manovella OA:
w=costante in verso antiorario; d) dell’elemento DEF |la massa M sia concentrata in G e & da il
momento di inerzia baricentrico; €) gli attriti siano trascurabili; f) la forza resistente Q applicatain F
Siaverticae.

EsS. 2 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
Scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema;
Determinare le frequenze proprie e i modi di vibrare del sistema e lalegge di moto.

A tal fine s ritengano note: la massa, il momento di inerzia baricentrico e il raggio del

disco (M, J, R); la massa (s consideri quella del disco al’estremita e si trascuri quella

dell’ asta) e lalunghezza del pendolo (m, |); le rigidezze delle due molle.

Xx=Acos (wt) R K /\ 3K
V- WH

f
///////l V4 a4
Mg

mg
EsS. 3 - Si parli dellatrasmissione ad ingranaggi e, considerando il proporzionamento modulare, si

approfondisca |’ argomento del minimo numero di denti possibile e delle tecniche di ribassamento e
correzione.



Esercizio cinematica e dinamica
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Analis del sstema

Vautiamo la cinematica dei punti notevoli del sistema:

Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocitaassoluta | Accelerazione assoluta
O Punto aterra Nulla Nulla
A Circonferenza centratain O WoaOA W2opOA
B Circonferenza centratain C WgcBC W?scBC
C Punto aterra Nulla Nulla
D Circonferenza centratain E WpeDE W?peDE
E Punto aterra Nulla Nulla
F Circonferenza centratain E WreFE W2reFE
G Circonferenza centratain E WeeGE W2ceGE

La velocita e I’ accelerazione angolare di F possono essere determinate applicando per due volte le
leggi di composizione delle velocita e delle accelerazioni.

In particolare il percorso risolutivo parte dall’osservazione che nel sistema possono essere
riconosciuti due quadrilateri articolati: OABC e CBDE (dove |’asta DE coincide con I'arco a tre
cerniere rappresentato da DEF.

Il punto F sara cinematicamente noto una volta note la velocita e I’ accel erazione angolare dell’ arco
atre cerniere DEF. Tali parametri angolari possono essere agevolmente determinati note la velocita
e |’accelerazione assolute di D. Questi ultimi sono ricavabili dalla conoscenza della velocita e della
accelerazione assolute del punto B che saranno quindi i primi parametri da calcolare.

Essendo la velocita angolare della manovella OA costante ed uguale ad w:
|V,| =0OA  con direzione perpendicolare ad OA e verso antiorario.

Mentre I’ accelerazione:

a, =u(=0JOAt +U?0OAnR

Utilizzando una terna trasante di moto circolare con origine in A, in base ala legge di
composizione delle velocita, si ottiene:

\78 - VA + \78A
modulo | b, (=?BC UOA U, (=2)BA
direzione NBC NOA N BA

dacui ricavo V, edV,, ; daqueste ultime risalgo alle velocita angolari delle aste AB e BC.
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Utilizzando la stessa terna, ed applicando il Teoremadi Rivals in quanto la terna mobile é tradante,
ottengo:

aB = aA + aBA
T, n T, n T, n
modulo | o, (=B a2.BC 0 | o%0A | |Ua(=7BA | uZ,BA
direzione NBC /IBC ANOA | [/IOA " BA /IBA
verso C verso O Verso A

Abbiamo cosi ricavato i valori delle &, eddg,; da queste ultime risaiamo alle accelerazioni
angolari delle aste AB e BC.

Calcoliamo la velocita di D utilizzando una terna traslante di moto circolare con origine centrata in
B:

modulo |0, (=?ED | |u,.BC U, (=?)DB

direzione NED NBC DB
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EX “ D
© --. /Vos
Vb . -

B

P

Ricaviamo cosli la velocita del punto D dalla quale risaliamo alle velocita angolari delle aste BD e
DE.
Valutiamo le accelerazioni in D utilizzando la stessa terna mobile:

aD = aB + aDB
T, n T, n T, n
moduo | U, (=7ED| 0% .ED UgeBC | U2.BC| | U (=2)BD [ 0Z,BD
direzione NED /IED NBC /IBC N BD /IBD
verso E verso C verso B
E D

Abbiamo cosi ricavato i valori delle &, ed &,,; da queste ultime risaliamo alle accelerazioni
angolari delle aste AB e BC.

Possiamo ora ricavare facilmente la velocita e | accel erazione del punto F:

v _mod. | 0, EF
Fodr. | &~ FF

a. = U EFT+02.EFq
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L a coppia motrice applicata alla manovella OA

La coppia necessaria a garantire il moto puo essere determinata tramite un bilancio di potenze, semplificato dalla

mancanzadi forze di attrito:

dE,
dT

=W, - W,

Variazione di energia cinetica

Coincide con quelladell’ elemento DEF che eI’ unico elemento dotato di massa:

dE,
dT

= MaG \7(3 + JGWED WED

Potenza motrice

E’ fornita dal motore collegato alla manovella:
W, =C, "W
dovelavelocita angolare della manovella e un dato del problema.

Potenza resistente

E’ dovutaallavariazione di quota del baricentro dell’ elemento DEF ed allaforzaF ad applicata:
W =-F V.- Mg V,

Bilancio di potenze

L’ equazionerisultante €

. — —

M3, Vg +JWey W, =C,," WHF V. +MG" Vg

in cui tutti i termini risultano essere noti a meno dell’incognita G.,.

Primadi procedere sara comunque necessario determinare | e caratteristiche cinematiche del baricentro G:

_mod. |, EG
Cdir. | ~ EG

4. = U EGI+02,EG.A
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Lereazioni vincolari nellacerniera C

Aprendo la strutturain D:

He
>
Ve[ Ry
Facciamo I’equilibrio a8l momento in E e ricaviamo il valore di R, I'unica reazione che passa
lungo la biella BD:

o

a M. =f P R,

L’analis s riconduce a quella della sottostruttura OABC (quadrilatero articolato), le cui aste AB e
BC sono delle bielle (non chiaramente OA a causa della presenza del momento motore).

Cominciamo con I’ evidenziare le componenti orizzontali e verticali delle reazioni presenti nelle tre

cerniere per poi scrivere le quattro relazioni di equilibrio necessarie per determinare lareazionein C
(e quelain O, anche se non richiesta).

Vo \Ro VCI\RC
4

Ho Hc

€q. verticale = é V, =f
eq. verticale = é H =f
€g. rotazione attorno ad A

€g. rotazione attorno a B

Ne risultano quattro relazioni nelle quattro incognite cercate che possono in tal modo essere
determinate.
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Esercizio cinematica e dinamica

DATI:
Disco: Massa M, momento di inerzia baricentrico j,
raggio R

pendolo: massa m, lunghezza |
rigidezza molle

Il problema e a3 gdl; vale comunque la pena di notare fin d’ ora che la legge di moto di uno di
questi € imposta.
Definiamo le coordinate libere che utilizzeremo:

/\

//////////////

g rotazione del disco
] rotazionedel pendolo

Supponiamo di valutare entrambe le coordinate a partire dalla
posizione d| equilibrio statico del sistema; faremo inoltre I’ipotesi che in tale posizione di equilibrio
le due molle abbiano una lunghezza coincidente con quella di molla indeformata. In altre parole
nella posizione di equilibrio statico supporremo che entrambe le molle siano scariche.

Utilizzo il metodo di Lagrange:

E.=E

c cdisco

+E

cpendolo
E, disco :%M RV’ +%Jq2

Il calcolo dell’ energia cinetica del pendolo si presenta leggermente pit complesso in quanto bisogna
determinare il valore della velocita assoluta dello stesso che sarail risultato di una composizione tra
il movimento di trascinamento (del disco) e quello relativo (di oscillazione).

— — —

V. = +V

ass.pendolo tras rel.

b

Introduciamo una terna mobile solidale a centro del disco posto all’estremita del pendolo e
scomponiamo la velocita lungo gli ass X ed Y:

) \/[(d?)ﬂ'lcosj ]2+(j'lsinj )
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per cui, essendo la massa concentrata all’ estremita dell’ asta, in pratica nell’ origine della terna
mobile:

E =

c pendolo

o/l .. e . 2('j2
mg\/(cRﬂ | cosj ) +(| Isnj) :

N| -

Si sottolinea che s € ipotizzato che la massa m sia puntiforme e quindi priva di momento di inerzia
e che per questo s e fatta coincidere I’ energia cinetica con la sua componente traslazionale.
Quindi:

1

E = 2M(c'ﬁ)2 +%Jq2 +%m[q2R2 +21 cosj RGj" +j 217

C

E, :%(M + m)(c'R)2 +%Jq2 +%ml2j'2+ml cosRgj” .

Valutiamo |’ energia potenziae:

E, =E

p molle

+E

gravitazimale

Per determinare I’ energia potenziale delle molle dobbiamo considerare la compressione o
I estensione dovuta al movimento del vincolo, quindi:

y = R

Per cui:

1
Epmollal = E K(y - X)2

;SN

1
EPmoIIaII = ESK(_ y)2
Egravitazimale = rrg (1_ COSj )

E, :%K(x- y)?® +§Ky2 +mgl(1- cosj ) .
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Siamo orain grado di scrivere le equazioni non lineari del moto:

ﬂ;;n — (M +m)R2q+ ]q +mlcosj R}’

E ﬂEcin

_ 2" S g a2
T =(m +m)Rq+Jq+n1R(cos” dnj j )

1E

cin :f

fq

E
ﬂﬂé}“ :%K(Rq- x)’ +§K(CR)2 =K (R - xR) + 3KR'ep

La prima equazione differenziale risulta essere:

b |(M +m)R? + jlg + miRcos - miRsinj j %q- KRx=f

T1E

—dn = ml?j" +mlcosj Rq

1

d IE, 2.
—— =mlj + mR(cosj g- sin
X | (cosj g j j'q)
—ﬂE_C‘” =-mRg snj

1

ﬂEpOt .

—= =mglsinj

1

L a seconda equazione differenziale risulta essere:
P 2IRcosj g+ ml?j"+mR(sinj - sinj )g° +mglsinj =f. .

Per linearizzare le equazioni calcolo prima il punto di equilibrio statico. Come abbiamo gia detto
consideriamo di porre g = 0 nel punto di equilibrio statico delle 2 molle. Per quel cheriguarda | , si
ottiene ovviamente:

E =mglsinj
Ti
Per cui

mglsinj =f per j =j,=np conn=f, 12

Quindi abbiamo equilibrio statico per la coppia



S T
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S

Go =F

o =f

Possiamo ora linearizzare il sistema attorno la posizione di equilibrio statico sviluppando in serie di
Taylor i termini non lineari:

Linearizziamo I’ unico termine non lineare dell’ energia potenziale:

mgd (1- cosj )=md(L- cosj,)+mdsnj, (i -j,) + mg - cos| oli - o)+
R 3 3

.,
f f ”‘QEJ

1 3 1.
P Ejin = EK(X - y)2 + EK(V)Z +mg 5! ?
Per quanto riguarda |’ energia cinetica |’ unico termine non lineare € dato da:

miRcosj P miRcog | elasua linearizzazione di Fourier fermata al 1° termine.

ID Ecin.lin. :%(M + rn)(cfz)2 :%jqz +%m Zj' 2 +MRCOSj Oq

Ricalcolo le equazioni del moto partendo dalle energie linearizzate:

1E, S .
—dn = (M +m)Rg + jg+mR
0o (M +m)Rg + jg +mRj

d JE. . 3
——=t=(M +m)Rg+ jg+mR
g - M +mRG+ G+ mR

1E

cin :f

fq

ﬂEpot 2
— = 4KR°qg - KRx
T d

b (M+mRg+jq+mRj +4KRq- KRx=f
Passo alla seconda equazione:

1E

B~ i +miRg
1l

& T = i+ miRg
1]

ﬂE_cin :f

fi
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b mij +mRg+mglj =0

in forma matriciale:

e(|v| +m)R? + | mRUg| | |4KR? _|KRx
S  mR m2 i 7| f mg

R

M4 K =K

La soluzione dell’ omogenea associata sara una funzione del tipo:

z = {X} cos(wt +f)
Per cui, sostituendo tale funzione:
- wimfz} + K[z} =0
Perché il sstema
]- wimlfd =0 @
abbia soluzioni non nulle deve essere:

Det(K] - w[Mm]) =f

dacui ricavo i 2 autovalori w,, w, che sostituiti in (1) mi danno 2 autovettori corrispondenti

—_ le . . . .
w, bz = IZ || Ricordiamo che sostituendo W,
12
|z | ad uno dei due per avere una coppia che sia autovettore.
—_ 21
w, P z, _|z |
22

La soluzione dell’ omogeneo associato € somma dei due modi:

1° modo: Lq‘ ={z,} cos(w,t +f ,)

2° modo: Lq‘ ={z,} coslw,t +f ,)

Le due costanti f | ef , s ottengono imponendo le condizioni a contorno j ,,q, € j 4, d, -

in (1) s ottiene una
relazione tra z,, e z,,, S assegna quindi un valore arbitrario

11

Si tenga conto che, oltre alla soluzione dell’omogenea associata, ci sara un integrale legato ala

forzante che. areaime. determinerala soluzione del problema.



Es. 2: Analisi del sistema

Il sistema si presenta a tre gradi di liberta anche se la posizione del vincolo ¢ data da una legge
imposta:

0 rotazione assoluta del disco (positiva se oraria);
[0} rotazione assoluta del pendolo (positiva se oraria);
y spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra);

si ipotizza che tutte le coordinate sopra riportate hanno valore nullo nella configurazione in cui tutte
le molle del sistema non presentino deformazione. In particolare in corrispondenza alle due
coordinate angolari nulle si immagina che la lunghezza delle due molle coincida con la loro
lunghezza indeformata mentre la posizione del pendolo sia verticale.

Energia cinetica del sistema

L’energia cinetica totale del sistema ¢ la somma di quella del disco e di quella del pendolo, nelle
componenti dovute alla rotazione ed alla traslazione. Si indichi con 1 la lunghezza del pendolo.
Energia cinetica del disco:

1 2 1.
=MV, +-J6
c—d 2 d 2

E.

Dove V4 rappresenta la velocita assoluta del baricentro del disco che, nelle coordinate libere scelte,
¢

V,=R0O

Energia cinetica del pendolo:

Dove V, rappresenta la velocita assoluta del baricentro del pendolo. Immaginando di posizionare
nel baricentro del disco una terna traslante solidalmente con esso, tale velocita pud essere pensata
come la somma di una componente di trascinamento (velocita del baricentro del disco e quindi della
terna sopra definita) e di una relativa (oscillazione del pendolo rispetto alla terna sopra definita).

Dal disegno del sistema risulta chiaro che la velocita di trascinamento ¢ orizzontale diretta verso
destra mentre quella relativa ¢ diretta verso sinistra con un angolo rispetto all’orizzontale pari a
180-¢.

La massa m concentrata all’estremita inferiore del pendolo ¢ puntiforme e quindi priva di momento
di inerzia; questo significa fare coincidere I’energia cinetica con la sua componente legata alla
traslazione.



S 180-¢
r
EAN. T R

Il quadrato della velocita assoluta pud essere ottenuto come somma dei quadrati della velocita
orizzontale e di quella verticale.

Velocita orizzontale:

V.=V, .  +V,

trasc _o rel _o

= RO+1cos(180— @)@ = RO —Icos p@
Velocita verticale:

V,=Vv

rel _v

= Isen(180 — @) = Isen ¢
Il quadrato della velocita assoluta sara quindi dato da:

Vp = (I/t +Vrel_o)2 +(Vrel_0)2 =

= (RO —1cos(@)p)* + (Isenpp) =
= R?0% +1% cos (p2¢2 —2Rlcos¢9¢+lzsen¢2(p2 =
= R*0% +1°¢* — 2RI cos pO¢

Si noti come allo stesso risultato si sarebbe arrivato utilizzando il teorema di Carnot o teorema del
coseno, che poi non ¢ altro che la legge di composizione delle velocita:

7

_p2A2 222 N7
V,=R0"+1"¢" —=2(RO)IP)cosp
In definitiva I’energia cinetica associato alla massa m ¢ quindi data da:

_1 22 2.2 3 .
Ec_p—im(R 0" +1°¢p° —2RIcos pOp)

L’energia cinetica complessiva del sistema risulta quindi essere:



E = ;(M +m)(RO)’ +;J9'2 +;mlz(p2 —mRI cos o

Energia potenziale del sistema

L’energia potenziale totale del sistema ¢ la somma di quella gravitazionale (dovuta alla variazione
di quota del baricentro del pendolo conseguente alla sua oscillazione) e di quella elastica (dovuta
alle variazioni di lunghezza delle due molle):

Energia potenziale elastica:

1 2 1 2
E,; —EK(RQ—x) +5(3K)(—Rt9)

p

Energia potenziale gravitazionale:

E ,c =mgl(l—cos@)

L’energia potenziale complessiva del sistema ¢ data quindi da:
1 2 1 2

E, = 5K(Ré? —x)" + 5(.%K)(—R 0)* +mgl(1—cos @) =

= ;K(RZHZ —2Rx O+ x%) + ;KRW +mgl(1—cos @) =

=2KR*6* + ;K(xz — 2Rx 1) + mgl(1 — cos @)

Equazioni di equilibrio non lineari

Le equazioni che descrivono il moto possono essere ricavate dalle espressioni dell’energia cinetica
e di quella potenziale utilizzando il metodo di Lagrange:

Prima equazione:

d(aECj_aEC +8Ep o

dt\ 90 ) 0960 96

oE, S _
Y =(M +m)R°0+JO —mRIcos p@

jt(aa%} = (M +m)R*0 + JO + mRI(senp@* — cos pi)

oE

c

206




O )
P = 4KR*0 — KRx
20

L’equazione di equilibrio risultante ¢:

(M +m)R? + 7§ +mRI(sengg® — cos pip)+ 4KR*0 — KRx = 0

Seconda equazione:

d(9E.) 9. OE,
di\ 9¢ ) d¢p  Ip
%:mlz¢—leCOS¢9
el
—| —= | =ml” @+ mRIsenpp6 — mRI cos &
dt\ 0@
oE ;

< =mRIsenpOp
oE,
—— =mglsenp
el

L’equazione di equilibrio risultante ¢:

ml*§ + mRIsengp@O — mRI cos pf — mRIsenpPl + mglseng =
= ml*p — mRI cos 98 + mglsenp =0

Posizione di equilibrio

Per linearizzare le equazioni occorre individuare una posizione di equilibrio stabile del sistema; tale
posizione di equilibrio ¢ verificabile imponendo le seguenti due eguaglianze (scritte nell’ipotesi che
il vincolo mobile sia fermo alla coordinata x=0):

oE

— L =4KR*0
206

oF,

—— =mglsen@
dg

Sicuramente la condizione di equilibrio ¢ verificata per:



0=0xnr=n=0,12,3......

p=0xtnr=>n=0,123....
Per quanto riguarda la stabilita della condizione di equilibrio considerata, deve essere:

2
IE,

Y >0

0,0

Pl >0
0,0

JI’E, JI’E,
0’ 00

>0

0,0 0.0 0,0

Le derivate necessarie sono:

2

P = 4KR?

02

2
IE,

mgl cos @
¢’

Jd’E,
=0
060 ¢

da cui:

0’E

S|

= 4KR?

0,0

Q)
)
)

= mgl
0,0

0,0



PE,| 9,
00" |, 99"

0,0 0,0

O'E,

>0
009,

Si pud quindi concludere che le tre relazioni di disuguaglianza sono tutte verificate per cui la
condizione di equilibrio trovata ¢ stabile e si pud procedere alla linearizzazione.

Linearizzazione dell’energia potenziale

Il suo sviluppo puo essere espresso nella seguente forma:

o’ azEp
—+
L2 B

B JE,

2 Jadp

o

0,0

L1 L
E”:E”(a’ﬂ):E”‘O’°+aa o+

‘0,0 0,0

Dei termini in questione:

= il termine costante non interessa, in quanto viene eliminato dalla derivazione necessaria per la
scrittura delle equazioni di Lagrange;

= itermini del primo ordine sono nulli, poiché il potenziale ¢ stazionario nella configurazione di
equilibrio (sono dunque nulle le sue derivate prime).

Rimangono dunque soltanto i termini di secondo ordine, per cui si ha:

0’E
Ll =4KR®
206
0,0
0°E
5 2 =mgl
¢ 0,0
’E, o
00 00

da cui I’espressione dell’energia potenziale linearizzata:
E, = Llaxr?}p? + Lmailp?
»T5 ) gL 1o

Alla quale aggiungiamo ora il termine contenente la dipendenza dallo spostamento del vincolo, gia
lineare in partenza:

E = ;4KR292 +;K(x2 —2Rx§)+;mgl¢2

p



Linearizzazione dell’energia cinetica

Nell’esercizio proposto 1’energia cinetica non necessita di linearizzazione. Ci limitiamo ad indicare
il processo che sarebbe stato applicato in presenza di non linearita nella stessa.
Per cid che riguarda I’energia cinetica, essa puo essere espressa nella forma:

2

1 ..
Ec = zgajk(%’QJQij

Jok=1

dunque la sua approssimazione ai fini della scrittura delle equazioni ¢ data da:

2

1 ..
E = zza,—k(%m%o)q;%
=

Nell’esercizio I’espressione dell’energia cinetica risulta ¢:

1 : 1 -, 1 ,
E, = E(M +m)(RO)* + 5Je2 + 5mz%p2 — mRI cos pBp
per cui ’energia cinetica linearizzata sara data da:

E,= ;(M +m)(RO)* + ;J0'2 + ;mﬁ(ﬁ —mRIO¢

Equazioni linearizzate

Partendo dalle espressioni dell’energia cinetica e dell’energia potenziale linearizzati si ottiene:

Prima equazione:

d(aECj_aEc 9B, 0o
dit\ 06 ) 06 00
aE." =(M +m)R*0+JO —mRI
060
2(%%)=(M+m)R2é+Jé+mRz¢
oE
C — O
00

O ,
” = 4KR*0 — KRx
20

L’equazione di equilibrio risultante ¢:



M +m)R*+J )0+ mRIp+4KR*6 —KRx=0
¢

Seconda equazione:

d(0Ec| OE.  IE, o
di\ dp ) dop Jdo
IE, =ml*¢—mRIO
09
d(aE"szlZ@—leé
dt\ 0¢
OE,
el
aEp

=mgly
00

L’equazione di equilibrio risultante ¢:
ml*p—mRIO +mglp =0
In termini matriciali ’equazione puo essere espressa come:
(M +m)R*>+J mlRHé} .\ {41{132 0 } {9} _ {KRX}
miR ml* || @ 0 mgl|le 0

Si noti che si perviene solo a due equazioni differenziali in quanto lo spostamento del vincolo ¢
fornito in termini finiti dai dati del problema.

Frequenze proprie del sistema

Il sistema considerato si presenta libero non smorzato con entrambe le matrici di massa e rigidezza
simmetriche e definite positive, per cui le soluzioni in questo caso sono puramente armoniche, cio¢
del tipo:

(O} =1X, je"

sostituendo le soluzioni nel sistema si ha:



o [M]+[K][{x}e™ ={0}

Per avere soluzioni diverse dalla banale {X o} = {0} , occorre che le @), siano le radici di:

det[ o [M]+[K]]|=0
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Meccanica Applicata alle Macchine — Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami — Compitino dell’ 8 giugno 1998

Es. 1 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale s sviluppino i seguenti temi:
- Scrivere I’equazione differenzide che descrive le

vibrazioni del sistema;

Determinare la frequenze propria del sistema; v

Indicare come e possibile determinare la legge del g =Acos(\\)

moto del sistema non forzato e di quello forzato

descrivendo e giustificando la differenza tra le due.
A ta fine g ritengano note: la massa e il momento di
inerzia baricentrico della ditta e dell’ asta (Ms, Jse Ma, Ja
rispettivamente), la costante elastica della molla (K), la
legge di oscillazione imposta all’asta @ =Acog(W) e la
sua lunghezza (1).

K

Es. 2 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale S sviluppino i seguenti temi:

Scrivere le equazioni differenziali che descrivono le I
N

vibrazioni del sistema;

Determinare le frequenze proprie e i modi di vibrare

del sistema non smorzato; q =Acos(\\m)

Indicare come € possibile determinare la legge di moto

del sistema smorzato; 2K
A td fine g ritengano note; la massa e il momento di
inerzia baricentrico del disco (M, J), la massa sospesa al 0O
complesso molla-smorzatore (m) e le caratteristiche delle
molle e dello smorzatore come indicate nel disegno.

Es. 3—Descriverei principi di funzionamento del rotismo epicicloidale.
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Compitino dell’ 8/6/98
Allievi Aeronautici
prof. A. Curami

Es. 1-
J=Acoswt Dati:
* asta- massa () (distribuita uniformemente)
- momento di inerzia (J)
- lunghezza asta (1)
* ditta - massa (Ms)
- momento di inerzia (Jy

Il problemaea2 GdL, di uno e tuttavia nota la legge di moto.

Scrivo le equazioni supponendo che anche la coordinata g sia libera, e quindi che il sistema siaa 2
g.d.l.:
Coordinate:
- g oscillazione dell’ asta
- X posizione del baricentro della ditta misurata a partire dalla posizione di molla indeformata.
Nellarisoluzione si useranno anche:
Xmi ® lunghezza della molla indeformata
Xo ® posizione del baricentro della slitta misurata da Xy al’ equilibrio statico.

UTILIZZO IL METODO DI LAGRANGE
Ec = Ecastat Ecsitta
1

2

Foosa= 5 30" +5M 00 =28+ 2m Ly
Ec sitta= % M3 + leqz = %MS((Xm. +X)2q° + XZ) + lstqz
DOVE
V2 =[x + %)) +x2
BB -
Vo Vi, v

Ep = By astat Epsittat Epmolia

L
Ep asta= Mg E(l' cosq)

Ep sitta= - MQgX €OS g+ MQgXmi (1- Cos Q) XmiCOSq Xmi

>
I AV
Ep molla = E Kx? XCO0sq
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Si osservi che I’ espressione dell’ energia potenziale della ditta, oltre che ad essere ricavata in base a
considerazioni intuitive riferite a disegno riportato a lato, pud essere ottenuta da semplici
considerazioni geometriche.

Si immagini alo scopo di partire dalla condizione di equilibrio statico in cui la posizione della ditta
e individuata da xm; € quindi di dare un incremento ad entrambe le coordinate libere. La nuova
coordinata della dlitta, proiettata lungo la verticale, sara data da (Xmi + X) €osg.

Risulta ora facile calcolare |’ energia potenziale della ditta che sara data dalla differenza dei due
vaori indicati, moltiplicati per laforza mg.

Lo stesso problema pud essere risolto con considerazioni energetiche per le quali e possibile fare
riferimento al tema d’ esame del 15 ottobre 1999.

Ec= —J,0° +=M,I°0° +—M (X, +x)°q* +=M_X* +=J.0
2 aq 8 a q 2 s( mi )q 2 s > sq
B = mglz(l- cosq)- mgx cosq +mox ,, (1- cosq)+|—2Kx2

Determino ora le equazioni del moto non forzato:

= -1 : 2 :
—an = J g+ =M_I’q+ M (x,, +x)°q+J
ﬂq aq 4 a q S( m ) q Sq
dt 1 4
1-[E(:in :f
fiq
ﬂEpot | . : ]
— =mg—sing+ mgx Sng+mgx . sing
Ta 2

La prima equazione del moto libero &
b @ﬁll\ﬂalz + M, (x,, +X)+359d+8?71g'—+r1r@< +mox,, ing =
e" 4 g & 2 )

1-[Ecin :M S)-(

x

d 1-[Ecin - $
@ xS
1:-[EXC = s(Xn’i +X)q2
fE,

Ix

=-mg cosq + Kx

L a seconda equazione del moto libero &
P MX+M_(x, +Xx)g? - mgcosq+Kx = f

Calcolo laposizione di equilibrio statico:

=¢mg 5 + MX + mox ; =sinq = f
g & 2 )
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Il primo fattore & sicuramente positivo, in quanto il minimo valore che x puo fisicamente assumere
€ —Xmi; quindi I’eguaglianzaa f implica che:

snq,=f b q,=npdoven=f ,1,2,..

Le posizioni di equilibrio stabile corrispondono ad un minimo dell’ Ey in base alla diseguaglianza:

T°E
= =cosq >f.

g
L’ equilibrio statico sara quindi in corrispondenzaad n =f , 2, 4, ...
E

15 =-mg cosg +Kx =f

fix

X, = mg COS(,

K

Nella posizione di equilibrio statico le due variabili assumono i valori:

q, =f

o = Mgcosq, _ mg

= %% _ Mg
K K

posizione di equilibrio sempre stabile in quanto
2
°E,
x?

Posso ora linearizzare il sistema nell’intorno della posizione di equilibrio statico calcolata; cio

significa ipotizzare piccoli spostamenti nell’intorno della posizione di equilibrio statico del sistema
e sviluppare in serie di Taylor le forme energetiche non lineari, arrestandone il polinomio agli

infinitesimi di secondo ordine.

=K >0.

— ﬂ pot 1 ﬂz 2 1 1-[ZEpot
Eoot = Epatlxx, +=—E_, X- Xq)+ - t=——E e (X - X)) +=
pot pot a=a, ﬂX pot ézég ( 0) ﬂq ;::);OD (q qo) 2 T[Xz pot q:qg( 0) 2 ﬂq2 ézég
1 1°E, 1 T°E,
E ﬂXﬂq ézc)](g(x - XO)(q - qO) + E ﬂCIﬂX éza(: (q - qOXX - XO)
_1 g2 1 o2 1 g2 1 .
Ban = 320 hzpX” + G alzed” + Gasbalyzp xa” + 5 aux e

Linearizziamo i singoli termini dell’ Eyot

ASTA ® E, = mglz(l- cosq)
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| | |
E, = mg;(l- cosqo)+ngano(q- qo)+rrgzcosqo(q- 0p)° + ...
R R R
|
f f Lo
Mg
1E T°E
E.. —= - : -
S (a-a) <o N (a- a,)

SLITTA ® E, = - mgx cosq + mgx , (1- cosq)
3 3
* Epl **Epz
) 1 2
E,, = - MK, C0SC, - My Cosgy(X - X,) + My oSndy (- dg) +//+ 5 mex, cosa(q - dp)* =
1 2
=M, - mg (X - Xo) + A+ I+ S MoK g? =
1 2
:-ITQX"'ETT@(OQ

2

. 1
E,, = mox (L~ cosq, )+ mox,, sngy(q - gy) + mox ,, 5 cosa, (- ) =

P2
- I I %mgx q
per cui:
SLITTA Ep=-rrgx+%mgx0q2+%mgxmq2

Globa mente I’ energia potenziale approssimata nell’ ipotesi di piccoli spostamenti sara data da:

| 1 1 1
E.=mg—q® +=Kx? - += 2 4= NG
D m4q 5 mogx ZITQXOC] ergxmq

P =Kx- mg=KXx'
x
(X =X, +X', XZ%'FX', X=X, X:X')
fE, I
=mg—q+mgx,q+mgx ; q
fa 2

Linearizzo nell’intorno della posizione di equilibrio I’ unico termine non lineare dell’ Egn:
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E. :
1-[¢:‘Jaq+£
Ta 4
d TE, -1 . .
—— =3 q+=M_I’qg+M xiq+J
dt ﬂq aq 4 a q S Gq sq

1-[Ecin :f

fq

P S%a+lMa|2+MsxG+JS9q+g?‘r’gl+ mngQq:f
€ 4 9 e 2 ']

ﬂEcin :MS)-(

X

dﬂEcin — .

qox e

T1E

cin :.I:

ix

b M x+Kx'=f X'=X-X,

Ma|2q+MsXéq+qu XG :Xm' +XO

In forma matriciae:
&M, 0 u,.. . 0
é 1. ., u‘?xu+(§0 L -
g) Ja+ZMaI +MXs +J 08 g Mg+ MK g8du

M, O leku, & 0 vexii_ g
o JHEoH @ ke
M2+ [K][z] = o

Annullo il determinante di:

[Mw? - K|
‘Mswz - K 0 ‘:
0 JW - K’
= MJIW - MK'W? - Kw? + KK = MJW - (M k™ + TKW? + Kk = f

MK+ IK £4/MK + T - AM TKK
- 2M_J’

2
Wl, 2

Le matrici [M] e [K] sono entrambe definite positive per cui I’integrale generae

[z] =[Z]e" diventa [Z] = [Z]e™.
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ES. 2
y=A cos (W)
2K
Dati:
e discoM, J
* massam T X

Iz

Le tre coordinate che scegliamo di utilizzare sono tutte assolute, a partire dalla posizione di
equilibrio statico del sistema; osservando che gli spostamenti dei baricentri sono lineari nelle
coordinate libere del sistema, questa scelta consente di non considerare il contributo del peso nella
scrittura dell’ energia potenziale del sistema.

® y spostamento verticale del vincolo

® x spostamento verticale del baricentro del disco

® z spostamento verticale del baricentro della massam
Convenzioni

¢+ spostamenti, velocita, accelerazioni, forze
1+ rotazioni, velocita, accelerazioni angolari, coppie

Utilizzo il metodo di Lagrange

1, .. 1.. 1 .
Ec = Ec disco + Ec massa = Ec discotras + Ecdisco rot + Ec massatras = EMXZ +E‘h2 +Em22

Dove:
& _X Yy .- _X vyu
§ R R YR RY
Calcoliamo I’ energia potenziale:

Ep = Epot mollainf. + Epot mollasup. :%Kl[]lz +%K2D|§ = %K(Z - X)2 +%(2K)(2X- y)2

Dove:
[DIl =z-x DI,=2x- y]

Ora determiniamo le equazioni del moto:

E, :EM)'(2 +liz(x- y)2 +1m22 :ng\/l +i29x2 - liy+£m22
2 2R 2 2 R°g 2R 2
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E =1K(z- X)Z%(zK)(zX- y)? =

Le equazioni differenziali sono:

B+ 2 %2 1 okx - Kz= Ly + 4Ky
& R’ g R?
mz + K(z - x):f

én O é u

P e2u eK - Kuézu _ —é U

0 M+—H@><u & K 9K ixg & \AF%+4K0ACOS(W[)
e R u

Le frequenze proprie e i modi di vibrare si ricavano banalmente come autovalori ed autovettori del
sstema libero (cioé del sistema di equazioni omogeneo associato). Volendo considerare il

contributo dello smorzamento, occorre introdurre la funzione dissipativa, data da:
—erI2 =1r(z x)?
2 2

dacui:
1D
—=-r{z- X
= rfe- )
P =i(z- x)
7

L’ equazione matriciale completa sara:

éen 0 Jue2u+er -rueZu éK - Kuézu g 3 BAcosV\/t
éo M + RZE&HSr e BATE K ok B&AT & Wz +4Ky
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M eccanica Applicata alle Macchine — Allievi Aerospaziali

prof. A. Curami - Appello del 17/6/98

1, Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:
lavelocita e I'accelerazione dell'asta O,B
la forza necessaria applicata nel cilindro
le reazioni in O
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
il sistema operi in un piano verticale
la geometria sia completamente nota

lavelocita v del pistone rispetto a cilindro sia costante cosi come la velocita angolare dell'asta
0.C

lamassa m dell'edemento ABC é concentratain G e Jg Siail momento d'inerzia
gli attriti slano trascurabili

la coppia resistente M, applicata sull'asta OB

O

2, Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale s sviluppino i seguenti temi:
scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema
determinare le frequenze proprie del sistema
cacolare lareazione in D
A tae fine s ritengono note: la massa M del carrello, la massa m e il momento dinerzia J del
disco, le costanti dellamollaK e dello smorzatore c. Si trascuri |'attrito tra ditta e piano.

@]
—
O

i’ v

3, Descrivere analiticamente il funzionamento di un rotismo ad epicicloidale con riferimento al
differenziale di un autoveicolo.
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ESERCIZIO DEL 17/6/98
ALLIEVI AERONAUTICI
PROF. A. CURAMI
ES. 1 | P DATI: -V de cilindro piatore
- @ Déel cilindro=?
-g@del cilindro =2

O:
ANALISI DEL SISTEMA
Punto Traiettoria Velocita ass. Accdl. ass.
O Punto aterra - -
A Circonferenza attorno ad O ? ?
C ? ? ?
B Circonferenza attorno O, ? ?
G ? ? ?
0O, Punto aterra - -

Determino la velocita assoluta del punto C scomponendola nelle componenti di trascinamento e
relative rispetto ad una terna mobile rotante attorno all’ origine centrata in O, e solidale con I’ asta

0O,C.
Ne risulta
Ve _ = Ve Tras. + Vig.
Wacs (: ?)PC Wolc (: ?)Olc v
NPC NO1C //01C

Si noti che la direzione della velocita assoluta del punto C e stata stabilita utilizzando il metodo del
centro di istantanea rotazione. Infatti ACB € un corpo rigido, il cui c.i.r. (P) pud essere determinato
tracciando le normali alle traiettorie di due punti appartenenti allo stesso corpo rigido; nell’ esercizio
S sono utilizzate le traiettorie assolute dei punti A e B, entrambe note.
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Per il calcolo della velocita assoluta di B utilizzo una terna traslante di moto circolare attorno ad O,
con |’ origine solidale a B:

Ve | = Vg + Ve
modulo Ve w, (= ?)O,B We(= 2)BC
direzione | ~PC " OB ~BC

Utilizzando la stessa terna precedente introdotta determino la velocita assoluta di G:

Vg = Vg + Ve
modulo ? Vg W,. xGB
direzione ? OB NGB

Osserviamo che, in alternativa al metodo dei metodi dei moti relativi, era possibile cacolare le
velocita assolute di B e C direttamente, ricordando che P € il centro di istantanea rotazione del
corpo rigido ACB, la cui velocita angolare wgc € nota.

Per il calcolo dell’accelerazione di C, conviene considerare una terna rotante con origine in Q
solidale con |’ attuatore O;C:

= T + T + Rel +
aC act acn ac acor

modulo ? 0 w2 .0,C 0 2Woc Vg
direzione | ? - /I O.C - NV

rel
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Osserviamo che la a], € nulla in quanto la velocita angolare W, € per ipotesi costante, quindi

Wo1c = 0. Tutto cio deriva dai dati del problema; in realta si richiama I’ attenzione sul fatto che il
meccanismo proposto presenta un solo grado di liberta, dunque, assegnata la velocita di
allungamento dell’ attuatore, tutta la cinematica del problema risulta determinata. L’ ulteriore dato
Wo1c = 0 (che semplifica di molto il problema) &€ compatibile con la cinematica del meccanismo
soltanto in un istante ben preciso: in generale, infatti, nel moto in grande del meccanismo
|’ accel erazione angolare dell’ attuatore non € nulla

Per il calcolo dell’ accalerazione assoluta di B utilizzo una terna tradante di moto circolare attorno
ad O; con origine solidale a B.

aC = aBn + aBt + aCBn + aCBt
modulo a w20,B W, (= 7)O,B w2.BC W (= ?)BC
direzione | nota //O1B N OB /IBC "BC

Utilizzando la stessa terna precedente introdotta determino le accelerazioni assolute di G:

aG = aBn aBt + a'GBn aGBt
modulo ? ag, ag, Wéc@ WBC@
direzione | ? /I0:B | OB //GB NGB
— Gt



£
o

Soluzione del tema d’ esame del 17/06/1998 — A. Curami, R. Sala
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LY

Determinazione dellaforza
applicatanel cilindro: YO Meg Wac
‘ A

Utilizzo un bilancio di potenze non essendoci per ipotesi degli attriti dissipativi nel sistema:
W -W,+W =0

W, = FxV
Wr:-mr V_VB-VG mg

dE. -~ . _
W:-?:-J‘NBC Wgc - Mag VG

Sommando e risolvendo rispetto ad F, si ottiene:

p F:%(Vrv_vB +Vy  mg- JWec XWy, - Mg, xVG)

Determinazione delle reazioni in Oy :

AMS ™ =0  OGUM(G- a,)- Wec + M, +00: U(Yo, +Xo,) =0

aM®E =0 BO; U(F+Xo, +Yo0,)+M, =0

Si tratta di un sistema di due egquazioni in due incognite, che pud quindi essere risolto.
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Esercizio del 17/6/98
Allievi Aeronautici

prof. A. Curami

Es 2
zzAgé\Nt
: 7
0 L~ o
i - 7
S ZZZ o
Dati:
Cardlo M. R.
Disco m.J, r
= R-r
R-r
= q

r

Il problema s presentaatre gradi di liberta:

L e coordinate:

X = spostamento assoluto del carrello misurata in condizioni statiche a partire dalla condizione di
carrello indeformato.

g = rotazione del centro del disco rispetto a P

z = spostamento del vincolo.

L’ energia cinetica:
1 1 1.
E.==Mx*+=(X2+yiIm+=J ?
c 2 2( d yd) 2]
X, =X +ldng X, = x +|coxy xq
Yo = 1{1-cosg) y, =lsngxq

) e s _
E :E(M +m)>'<2+lm>'<qcosq +E9n12+J85R—rg 92 =
c 2 2¢ & r g o

= %(M + m))'(2 +Imxqcosq +%J‘d2

L’ energia potenziae:
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E, :%K(X- z)* + md (1- cosq)

e per o smorzatore:

1
D = Zcx?
2CX

Determino ora le equazioni del moto non forzato (z = 0).

— =(M +m)X +Im& g“dng+ gcosqg+
at % (M +m)% +ImEE qsing + Geosq?
€. ., D_

1€, _

T = KX

b (M+m)x+ Im§ q2sinq +dcosqg+ cX +Kx=0

d—clﬂEC = Im(x cos( - quinq) +Jq
TE _. sgimsng, 2 =g
q fla
E, _
=mg sn
fq - MmN

= Im(Xcosq- de'nq)+ Jq+xglmsng+mg >sng=0

Calcolo dellaposizione di equilibrio statico

E ’E
*ﬂ_P:KX:op X =0 ﬂ—p:K>O®stabiIe.
fix x>
fE, :
*—q =mdsng=0 md * 0,

dloraa snq=0 P g=np doven =0,1,2,...

2

_ : fE . o .
con equilibrio stabile per n = 0, 2, 4, ... 0 > 0; nella posizione di equilibrio statico le due
q

variabili assumono i valori

1E 11°E
p p|q=q0 + ﬂqp (q ) QO) + 2 ﬂqu
q=dg

@- ) +..

q=dy
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_1 2. _
E. =5alg)a*; ald)=a@|_, +
Linearizzazione dell’'E, .
1 . 1
E, =5K(x- 2 +mg(L- cosq,) +mg snay(q - 6) + 5 mg cosa,(a - q) =

_1 _ 2 1 2
—EK(X 2) +5md q°.

Linearizzazione dell’ E; (solo per il termine non lineare).
E. = xqlm cosq,
= xqIm

Allora:

E. %(M + m)x? +xq|m+%m|q += Jj

Applicazione dellaformula di Lagrange

dE, _ L
T T = (M + m)x + glm
fE, . O _
w0 W
1E, _
ﬂx—(x-z)xK

b (M+m)x +Img+cx + Kx = Kz

iE—Imx+(mI2q +J )q

dE 1q

E:O; E:O
p|[o] )[[©
e, _

fq "9

= Imx+(m2+J*)d+mgq:0

Le equazioni differenziali:

&M +m Im UEXU , éc Ouéxu , éK 0 uéxu _ & xz(

am m?+J@aog” 80 Oggad @ mdpeag & 0

oppure

M][x] + [e][x] + [][x] = [F]

Si tratta di un sistema lineare di due equazioni nelle due incognite x(t) e q(t). La generica soluzione
sard la somma dell’integrale generae [Zo] €'' (con [Zg] determinabile in base ale condizioni
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iniziali; | =—a + iw, con w frequenza propria del sistema smorzato e a > 0 smorzamento del
sistema) e dell’integrale particolare che sara del tipo [ Z,] é"™ con W pulsazione della forzante.

Le frequenze proprie del sistema non smorzato si trovano considerando il sistema libero ([F]=0) e
ponendo nullo lo smorzamento ([c]=0); in tal caso la soluzione sara armonica pura, cioé del tipo
[Zo] €™; sostituendo, per avere soluzioni non banali, deve essere:

(K]~ wiw])| -

Sviluppando abbiamo W, w3 . + w,, + w, sono frequenze proprie. Con x = x,e''eq = x,€'"' s
ha

o] 1 10+ k)&= 0

in cui |; sono numeri reali o complessi che corrispondono alle frequenze proprie del sistema
smorzato.

Adesso consideriamo il sistema forzato smorzato. Come gia detto, I'integrale generale, dipendente
dalle condizioni iniziai, segue una legge sinusoidale smorzata da un’esponenziale negativa; il suo
contributo tende quindi a O per t tendente al’infinito. Si pud quindi dire che, a regime, il moto del
sistema € indipendente dalle condizioni iniziali, e dipende dalla sola forzante; la soluzione a regime
e cioé del tipo [Z] €™ con W pulsazione della forzante. Si ha:

& - (M +mM2 +ine - ImW [ ] d(Au
3 ImW? (rri +J )\/\Fu
dacui:

[Z5] = [AW)] ™ [Fo]

Osserviamo che la matrice A, in presenza di smorzamento, non € mai singolare, dunque sempre
invertibile, per ogni valore di W. Nota a questo punto lalegge [Z(t)], s ha anche x = x €™, da cui:

Ro=cx=cxgie™
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Meccanica Applicata alle Macchine — Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello del 1 luglio 1998

Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:
la velocita e I'accel erazione assolute del centro del disco
laforza agente sul pistone
le reazioni nel punto B

Nello svolgimento dell'esercizio s supponga che:

a) lamanovella OA ruoti in verso orario con velocita angolare w nota e costante;

b) il sistema operi in un piano verticale;

) la geometria sia completamente nota;

d) il disco abbia massa My, momento di inerzia baricentrico J; e le masse distribuite in modo

uniforme;
e) tutti gli elementi ad esclusione del disco abbiano massa trascurabile;
f) gli attriti siano trascurabili.

01

O

NN NN
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Meccanica Applicata alle Macchine 01/07/98
prof. A. Curami

Es 1
DATI: A
- W - costante

-le aste (compreso il cilindro) senza

O1
4\

. . . \Y
masse, il disco rotola senza strisciare —
il disco ha massa Mg e momento
baricentrico J.
Analis del sistema
Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocita assoluta | Accelerazione assoluta
0O, Punto aterra Nulla Nulla
A Circonferenza centratain Oy WL O,A w2 xQ A fi
B Punto a terra Nulla Nulla
C ? ? ?
O Parallelo a aterreno ? ?

La velocita e I'accelerazione del disco s ricavano propagando la legge del moto assoluto di A

(nota) fino ad O tenendo nel debito conto i vincoli cinematici del sistema

Procedendo aritroso nellarisoluzione del problemasi puo dire che:

- la velocita e I'accelerazione angolare del disco sono ricavabili nota che sia la cinematica
assolutadi O;

- tale cinematica e ricavabile dalla velocita e dall’ accel erazione angolare dell’ asta BC imponendo
ad O unatraiettoria orizzontale;

- la velocita e I’ accelerazione angolare dell’ asta BC sono ricavabili dalla cinematica di A (nota)

imponendo la rotazione dell’ asta attorno a B.

Calcolo delle velocita

Con unaterna rotante solidale con BC con origine in B, ricavo la velocita angolare dell’ asta CB:

V, - Vv TV

Atrasc Arel

wO,A ? ?

Dl "OA N AB IIAB
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il
p
\% . .
W, = —2% - antiorario
AB

Con |la stessaternatroviamo V, ew,

Vv, = | Vogae | T Vo
M ? OB¥vg ?
D ORIZ. ~OB //OB

=
11
7| <

Calcolo delle accelerazioni

Utilizzando la stessa terna precedentemente introdotta posso esprimere |’ accel erazione assoluta di A
come:

aa$ = An trasc + At trasc + Arel + acor'
M| w?OA w2AB ? ? 2w,V
D 110, A /IAB ~AB I/AB ARV

W, =

Con la stessa ternaricavo le accelerazioni acarico di O:



1|

/3 Hre— Soluzione del tema d’ esame del 01/07/1998 — A. Curami, R. Sala
.\}ﬂél—"—;ﬁ_ﬂj
a_ = a A
ass ntrasc t trasc rel cor
? w20B | W, xOB ? 2w, V'
D ORIZ. //0B ~OB //10OB AV oppurein
DIR. (W, U?)

Nﬁf>)re|
= —+ Wy =
3%

Determiniamo laforza F.

Non essendoci per ipotesi nel sistema attriti dissipativi € possibile utilizzare il teorema delle

potenze:

W, - W, - W, =dE,,/dt

Essendo nulli gli attriti nel sistema, ad eccezione di quello volvente, comungue modellabile, si avra:

W, - W, =dE,, /dt

Determiniamo il valore assunto dai singoli termini:

w, =F 3/}

w, =-f, xN»/, (N s ricaveratramite eg. din.)

dEr:in —
dt

_W:méo, vo+Jd\K/cj

s

isco

disco

F = i( fv XN x\/O + rnaovo + JdV\{Iisco\A/(jisco)

Rel
VA
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Lereazioni in B
A0 _—_
°My" =0
ABUR,+ABUR, + AOUT =0;

° My =0

0,BUR, +0,0UT =0;

OM_BISCOZO
HOUT-ma,R-J_, - Nxu=0
o YDISCO:O

T'cosa+N- mg =0;
R,,R, T,N sonoincognite.
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Tema d esame del 01/07/98
Allievi Aeronautici
prof. A. Curami

Es. Vibrazioni

DATI:

astal e 2: my, J,, massa omogenea
disco 1 e 2: my, Jg, massa omogenea
lunghezza asta L

distanzatrale cernierea

L=2

lunghezza molla indeformata a

Il sistema e adue gradi di liberta

Assumo come coordinate
01 ® oscillazione asta 1, positivain verso antiorario, nulla con pendolo verticale
02 ® oscillazione asta 2, positivain verso antiorario, nulla con pendolo verticale

Utilizzo il metodo di Lagrange:
Ec = Ecasta1 + Ecdiso1 + Ecasta2 +Ecdisco2

1 1._. 1 . 1._. 1 .
Ecata1= §mav(231 +§Jaqf = imalzqf +§‘]aq12 = §(ma|2 +‘Ja)qf

Ecasta2 = %(mal2 + ‘]a)qg

Ponendo
J,=m, I +J,

s ha
1 1 '2
Ecinastalz_Jaql
2
1. .
EcinastaZZEJaqg
Ecdisco 1 = Ectras + Ecrot =
1

- e 1. . 1. .
Emd(Zk«h) +§quf :2md|ZQf +E‘]d(«112 =

1 --.
Ecdisco2 = Ectrad + Ecrot = g;zmdlz +E~]d 9q§
e %]

Ponendo
J,=4m 17 +],
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1 .
Ecdisco1 = EJId q12

1 .
Ec disco2 = E\]ld q;

In totale

1., 1. 1. 1. 1., 1.
530 +353, 0+ 53,6+ 53,0 =536 + 570

S 1] [ 2 2
J =J43,=mJ°+J, +4m|° + J,
Ep = Epastal + Epdiscol + Ep asta2 t Ecdisc02+ Epmolla

Epasaz = M,d(1- cosq,)
Epdiscol = 2mdg(l- Cosql)
Epasaz = M, d(1- cosq,)
Epdiscoz = 2mdg(l- COSCIZ)

1 1 . )
Ep molla = > KDI . = 5 KI2(51nql - squ)2

La relazione sopraintrodotta vale nell’ ipotesi di trascurare le deformazioni della molla dovute ala

componente di spostamento normale a suo asse.
Le equazioni differenziali che descrivono il moto del sistema saranno:

TIRARE  ah

% - 74, %% = 4,

E

jT_qz - f

E

o=

1115, = m,gldng, +2m,glsng, +KI*cosg,(sng, - snd,)
jTE: = m,glsng, +2m,glsng, + KI’cosg, (sing, - sng,)

Le equazioni differenziali risultanti saranno:

1 J'g, + mglsing, + 2m,glsing, + Klcosg,(sing, - snd,)

= f
134, + m,gldng, + 2m,gl sng, + Kl%cosy, (sing, - sing,) = f

Per potere linearizzare il sistema nell’ intorno della posizione di equilibrio statico la devo
determinare:
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IY%T |

@
i 1E,
i = f =f, 2p.4p...
o, o, p.4p
i p
i ﬂEp
" =f =f, 2p4p...
% ﬂqz qze pP.4p

Si noti che le coppie di soluzioni:

10, =np
% n=135,..
19, =np
sono state scartate in quanto corrispondenti a posizioni di equilibrio instabile:
’E ’E
ﬂ 2P > f ﬂ ZP S f
ﬂql 1-[CIZ

Nel problema proposto la linearizzazione riguardera solo I’ Epotenziale:
Consideriamo i singoli termini:

E =m,gl{1- cosq,) =

potastal

. 1
m.g l(l- Cosqle) + magl anle(q - qle) + E magl Cosqle(q - qle)2 =

R R R
=t f Smylq =
1
=5mgla

1
EpotastaZ = Emag l q;

E = 2mdgl(1- cosqle) =

pot discol

i 1
nuglﬁ-axnm)+2nmglanm01-qm)+§2nuglaxum&rth2=

R R R
S f mg | o =
:mdQIQf

_ 2
EpotdiscoZ - mdgl q2
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1
Epotmolla 2 (anl anZ)
T 1E, TE, | = o .. TE, , . TE,
= T —— +— Q)+t ——— - —Chox /2+ ~ a,-q,)/2+ n
rlis gl @) 1, gﬁff(Z) o’ b "5 ; 1.f(2 =) 10,70, |
2= 2=
3 3 3
2
f f f +derivateseconde non nulle+——21 (g, - 0, )@, - Gy

19, 9q, |

2=

1 2
== 2 2cosq, (dnqg, - Inq,) + 2cosq, cosq, )| S
2 é =t 2

2
+ (2dng,(snq, - snq,) - 2cosq, Cosq2)|31::ff ?2 +

u—
+ (- cosq, cosq, - cosq, cosq2)|glz_ff Qx4 =
1

I\J|H N|I—\

1
KI*g? - EK|2CI§ - Kl*q,q, =
Kl ( -0 - 2q1q2)

Quindi I’ energia potenziale linearizzata sara:

E, =%mag|05 +%maglq22 +m,glg’ +mygla; +%K|2(q12 - G} - 20,0,)

e, di conseguenza:

fE, _ 2
= m,dq, + 2m,dq, +Kl*q, - Kl’q,
‘qu
E, )
=m ng +2mddQ2 + KI q; - Kl a,
ﬂqz

per cui le equazioni linearizzate saranno:

‘%J*:c:|1+ m.gl +2m,gl + KI*fg, - Kl*q, =f
1Jq, +(mgl +2m,gl + KI*)g, - Kl*q, =f

In forma matricidle s avra
K" =mygl+2mygl + KI?
éj* f uteu é K’ - Klzgéqll‘il—f
2 * -
g Jthot & K® K HELH
incui le matrici di inerziae di elagticita sono entrambe definite positive.

Posso quindi determinare le frequenze proprie del sistema annullando il determinante della matrice:
[Mw? - K|

La soluzione, fornita dall’integrale generale,
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in virtt del fatto che [M] e[K] sono definite positive sara del tipo
2] = [Z]e™.

10
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Meccanica Applicata alle Macchine - Allievi Aerospaziali
Prof. A. Curami - Appello del 15/7/98

1, Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:
lavelocita e I'accelerazione del glifo

la coppia necessaria applicata sulla manovella OA
le reazioni in O;.

Nello svolgimento dell'esercizio s supponga che:

- il sSistema operi in un piano verticale
la geometria sia completamente nota
lavelocita angolare w della manovella sia nota e costante
lamassam e il momento dinerzia J dell'asta O;G siano noti
gli artriti siano trascurabili

laforzaresistenza F applicata in B sia nota ed agente in orizzontale

2, Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale s sviluppino i seguenti temi:
scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema
determinare le frequenze proprie del sistema
indicare la procedura per determinare la legge del movimento
A tale fine s ritengono note: lamassam e il momento d'inerzia J dell'asta AB, larigidezza della
mollaK e lalunghezza L dellamollaindeformata. Si trascuri la massa dell'asta OA.

AN A

BL

3, Andlizzare il movimento di un ascensore durante il moto retrogrado.



,r:gi.ﬁ_ Soluzione del tema d’ esame del 15/07/1998 — A. Curami, R. Sala

W - costante
m. J.

Anadis del sistema

Punto del sistema | Traiettoriaassoluta | Veocita | Accelerazione
O Punto aterra nulla nulla
A Circ. centratain O | & (JOA W2 OAR
B paralelaaterra 2 2
C ? r; ?
Oy Punto aterra nulla nulla

Calcolo delle velocita:

Lavelocitadi A:
V| = wxOA

Ladirezione é perpendicolare ad OA

Con unaternatradante in A:

Vg = Va + Vea
Modulo ? w xAO w, (?AB
direzione orizz. A AO ~AB

&

<

W, = —=;antiorario .

AB

Sempre con ternatraslante in A:

Ve = Va + Vea
modulo ? W xAO Wy, XAC

direzione ? ~NAO NAC
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- Ternarotante solidale con O1C con originein Os.

Vc = V1Rras + Vi
modulo NOTO W, (o)ac ?
direzione NOTA eoXe: 110.C

C
Ve
~ Ve
Vel
Vt
W, ==—=; V; = 0O,G xw, ;
01 OlC G 1 0

Calcolo delle accelerazioni:
Sempre con una ternatrasante in A:

as = aa + agA + aEA
modulo ? W2 XAO w2 xAB w, (= 7JAB
direzione orizz. /IAO /IAB N AB

t
BA

Q

W, ===, antiorario
BA
a [=] & [+[ & [*] a.
modulo ? W2 XAO w2 xAC W, xAC
direzione ? IIAO IIAC NAC
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ac = a’?r + a:r + arel + acor.
modulo NOTA 2. >0,C U B "%’O_lc ? 2050 W
direzione NOTA //0,C NOC //0,.C NOC

V'V — a::tr
“ 0.C
1
Percui a; =wj O,Gn+w,O,Gt,
- Bilancio di potenze
Wm =W +W; =0
Wm = Cm XW
W :-(m(;’ \7G +F \78):-(mva cosa - FVB)
dEC - PR — o .
W :_?:'J‘Nol Wo, - Mag Vg = Mo W,, +magVe
1 .
Cm:_(' mgV s cosa + FVg - W, Wy, - maGVG)
w Ry
- Lereazioni in Oy
a Mg=0P trovoN
ax=o0
0 W
aY=0 )
m adc
N
JWc

Tre equazioni per ricavare N, Ry, Ry.
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X 4—&§AH
<:-
Y K, L
9] L
A
2L
BL

Dati del problema:

AstaOA massa e momento di inerzia trascurabile
Lunghezza L

AsaAB massam e momento di inerzia baricentrico J
Lunghezza 2L
Baricentro adistanzaL da A

Molla lunghezza della molla indeformata L
RigidezzaK

Il sistemas presentaadue gradi di liberta; come coordinate libere assumiamo:

q - rotazione asta OA attorno ad O, positivain verso antiorario, a partire dalla posizione orizzontale
] - rotazione asta AB attorno ad A, positivain verso antiorario, a partire dalla posizione verticale

ed inoltre definiamo il sistema di riferimento XY con I’ origine coincidente con il punto di incastro
della molla, con gli ass diretti come in figura. In tale sistema di riferimento il punto O avra ascissa
aeordinatab. S sottolinea che entrambe le coordinate libere sono assol ute.

Utilizziamo per larisoluzione il metodo di Lagrange:
Calcolo dell’energia cinetica:

L’ energia cinetica del sistema coincide con quelladell’asta AB in quanto € I’ unico elemento dotato
di massa e di momento di inerzia

Per comodita calcolo I’energia cinetica totale come somma di quella dovuta alla traslazione del
baricentro e di quella dovuta alla rotazione dell’ asta:

Energiacineticatrasatoria:

_1 mV? V = velocita del baricentro dell’ asta AB

cintrasl
2

V2 =V?x+V?y

E
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Entrambe le componenti della velocita sono la somma di due contributi dovuti alle singole
coordinate libere. Consideriamo inizialmente il contributo dovuto all’ asta OA:

Xa =a—Lcos]
Ya =b-Lsen]

Tale contributo esprime in pratica le coordinate del punto A. Si tratta ora di mettere in conto il
contributo dellarotazione dell’ asta AB:

Xe =Xat+Llsey = a—Lcos] —Lsen
Yo =Yat+tL-Lco§g =b-Lsen + Lcog

Lavelocitas ottiene per derivazione:

Vex =L send J +L cog j
Vor =—L cosl J—-Lsen j

Dacui:
V? =V ?+Vey?=L2[J2%+] 2+2Jf sin( )]

per cui |’ energia cinetica traslatoria sara data da:
Ecintrag:EmL [Jo+] “+2T ) 9n(j =J)]

Energia cineticarotazionale:

Si trova immediatamente essendo la coordinata liberaj assoluta:

1

Ednrat = EJJ 2

L’ energia cinetica totale del sistema sara quindi data da:

Eon se. = %mLZJ 2 %(mm)j' 2 mL2) | sn( )

Calcolo dell’energia potenziale:

L’ energia potenziae del sistema e data dalla somma del contributo legato al peso dell’asta AB e di
quello dovuto alla deformazione elastica della molla.

Contributo dell’ asta a potenziale:
DEpot ataAB — Epot - Epot iniziale

La coordinata verticale del baricentro & data da:
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Ye =b-Lsen] + Lcog

Assumendo come posizione di riferimento quellacon J =) = 0, I'innalzamento del baricentro e
dato da

DYs=Ys(J,j)-Ye(0,0)=-L (senJ + 1—cog )

Per le convenzioni assunte (Y rivolto verso il basso), a DY > 0, corrisponde una diminuzione di
energia potenziale, per cui si ha:

DEpot astars =—Mg DY g = mgL (senJ + 1 —cog )

Contributo dellamolla all’ energia potenziale:
1 2
DEpot molla = E K Dl

S tratta di determinare I'alungamento della molla dalla condizione di molla indeformata,
corrispondente ala situazione di energia potenziale nulla. In pratica s trattera di determinare la
lunghezza della molla in funzione delle coordinale libere in quanto si conosce la lunghezza della
molla indeformata.

La lunghezza della molla pud essere determinata ad esempio considerando il triangolo HOA e
utilizzando il teorema del coseno; infatti si conosce il lato HO (d'ora in poi indicato con d, dato che
d> =& + 1Y), s conosce il lato OA (dai dati sappiamo che & lungo L) e I’angolo compreso, dato
dalla differenza di un angolo a costante con la coordinata libera g mentre il lato HA corrisponde
allalunghezza della molla.

Indicando con Ly, lalunghezza dellamolla s avra:

N~

Lm  =(HO?+ OA?-2HOOA cos(a - q))2 =
=(d*+L?-2dL cos(a -q))%
Ricordando che la molla scarica ha lunghezza pari ad L, il suo alungamento sara dato da:
DLm =Lm-L
Ai fini del problema, interessa il quadrato di tale grandezza:
DLn? =(Lm—-L)? =Ln?+L%=2LnL =
=d®+L%-2dL cos(a - q) + L2—2(d* + L2 - 2d L cos(a -q))% L=
=d*+2L%-2dL cos(a -q)—2(d® + L% -2dL cos(a -q))%L:

L’ energia potenziale della molla sara quindi data da:

1
DEoot moila = % K(d? + 212 — 20 cos{a—q) —2 (c + L2 — 2dL cos(a—q))? L)
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La“\./ariazi one totale di energia potenziale del sistema nella generica configurazione € quindi data
da:

DEpot ds = Epot asta + Epot molla=
1
=mgL (sen) + 1—cog ) +% K(d? + 2L% —2dL cos(a—q) — 2 (d® + L —2dL cos(a—q)) 2 L)

Siamo ora in grado di scrivere le equazioni differenziali che governano il comportamento del
sistema:

Prima equazione differenziale:

1TEcin 271 7 B .

— =mL°[J —J

0 mL=[J + ] sen( —J)]

d@Ecind 20 ¥ .. . e e .

—C——==mL"[J —J -J —J

=ML+ s )+ ] (=) cos )]

1TEcin - 2 -+ 3 P

K mL“ j J cos(j —J)

ﬂEpot !

=mgL cosJ + % K [-2dL sen(a—q) + 2dL? sen(a—q) / (d® + L? —2dL cos(a—q)) 2]

Seconda equazione differenziale:

_ﬂ:?f‘” = (ML2+J)j +mL2J sen(j —J)
]
A& O (24 g +mLP[J sen( 3)+ I (j —3) cos(j )]
A& 5
E_C“‘:mL2 i J cos(j —=J)
1
TE o .
——=mgL sen|
1

Il primo obbiettivo € adesso quello di determinare le condizioni di equilibrio statico stabile del
sistema considerato. La condizione di equilibrio statico pud essere trovata determinando per quali
valori delle coordinate libere si annullano le derivate prime del potenziale:

- 1
ﬂﬂjm =0 b mgL cosJ + %K [-2dL sen(a—q) + 2dL® sen(a—q) / (o + L* —2dL cos(a—q))?] =0
1TEpot

=0 P mgLsen =0

La prima equazione non s presenta di facile soluzione; comunque, s intuisce che i termini
“elagtici” dovuti al’allungamento della molla dovranno equilibrare il termine mgLcos) dovuto al
peso dell’ asta verticale. Ai nostri fini possiamo supporre che esista un certo valore Jo che annulla la
derivata prima e rappresenti un punto di equilibrio stabile. Tale tes puo essere avvalorata
dall’osservazione diretta del sistema. La seconda equazione pud a contrario essere risolta
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banal mente osservando che senf = 0 per j = 0, come era lecito aspettarsi. Consideriamo dunque
come posizione di equilibrio statico la coppiadi valori (Jo, 0).

Nota la posizione di equilibrio statico € ora possibile passare ala linearizzazione del sistema valida
per piccole oscillazioni attorno a tale posizione. Nel caso in esame, sia I'energia cinetica che
I’energia potenziale non sono forme quadratiche nelle variabili del problema; occorre dunque
procedere per entrambe alo sviluppo in serie di Taylor, che verra arrestato agli infinitesimi di
secondo ordine.

L’ energia cinetica e esprimibile nella forma:

1 | - Cys
Bon= 2 n@ )35 +231 ()] *+0i(0)J |
La sua forma approssimata, nell’ipotesi di piccoli spostamenti, € dunque la seguente:

1 . 1 . -
Ecin @EJJJ(JO,O)J 2"'5%(30,0)] 243 (J00)Jd | =

= %mLZJ s %(mL2+J)j‘ Z+mL2d j sen(—Jo):%JJJJ 2+%qj j24dd7

Per quanto riguarda |’ energia potenziale, occorrono le derivate seconde valutate nella posizione di
equilibrio statico:

2
E
% =...=Kjy; (>0)
T 35,0
1TzEpot
T =mgL =Kj; (>0)

ﬂzE[.)ot - 0
199

L’ espressione dell’ energia potenziale approssimata € dunque la seguente (si osservi che i termini
lineari in J ej sono nulli in quanto lo sono le derivate prime dell’ energia potenziale vautate nella
configurazione di equilibrio):

1 1 .
Epot @Epot(Jo,0) + EKJJ J2+ EKJI j?

Da forme energetiche quadratiche s ottiene un sistema di equazioni lineari; gli autovalori di questo
sistema consentono di ricavare le frequenze proprie richieste.
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Meccanica Applicata alle Macchine — Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello del 2 settembre 1998

Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:
lavelocita e I'accel erazione del punto D;
lavelocita e |’ accelerazione angolare del disco
laforza sviluppata dall’ attuatore lineare (F)
le reazioni vincolari nel punto A
e s esegualaverificaa rotolamento del disco.
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
a) AB ruoti in verso orario con velocita angolare w nota e costante;
b) il sistema operi in un piano verticale;
) la geometria sia completamente nota;
d) il disco abbia massa M4e momento di inerzia baricentrico Jg;
e) I’elemento CE dell’ attuatore abbia massa M1 e momento di inerzia J;
f) gli attriti sSiano trascurabili;
g) sianoto il coefficiente di attrito disco superficie.
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Soluzione proposta

Analis del sistema

Prima di affrontare i quesiti proposti svolgiamo una breve analisi del sistema nella quale andiamo a
definire, per ogni punto notevole dello stesso, la traiettoria, la velocita e |’ accelerazione assolute
riassunte nella tabella sottoriportata.

Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocita assoluta | Accelerazione assoluta
Punto A Punto aterra Nulla Nulla
Punto B Circonferenza centratain A Nota-wL AB Nota-wL (wL AB)
Punto C Punto aterra Nulla Nulla
Punto D Pardldaatera ? ?
Punto E Circonferenza centratain C ? ?

Primo quesito: la velocita e l'acceler azione del punto D

Lavelocitadi D puod essere determinata ricorrendo al teorema dei moti relativi con un procedimento

in due passi:

- d posiziona nel punto B unaterna trasante di moto circolare uniforme attorno ad A con velocita
angolare w costante in verso antiorario;

- s esprime la velocita assoluta di D come somma vettoriale della velocita di trascinamento e di
quellarelativa rispetto alla terna sopra descritta.

Riassumendo in una tabella s ottiene:

Vp (assoluta) | = Ve (Vptrasc.) Vps (Vpre.)
modulo ? wAB 2 (u BDBD)
direzione /] orizzontale N AB N DB

Costruendo il triangolo delle velocita si ottiene:

N

Per cui ricaviamo il valore di moduli di Vpg € Vp,
Oltre ale due velocita incognite € importante determinare anche:

u :—VDB VErso orario
BD
DB

che verra utilizzato nella determinazione ddll’ accelerazione di D.
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La accelerazione di D puo essere determinata ricorrendo a teorema dei moti relativi utilizzando la
stessa terna mobile precedentemente introdotta per il calcolo della velocita

Questo significa che si esprimera |'accelerazione assoluta di D come somma vettoriale della
accelerazione di trascinamento e di quella relativa rispetto ala terna sopra descritta; avend assunto
un riferimento traslante, la componente di Coriolis é nulla.

Riassumendo in unatabella s ottiene:

Ap (assoluta) | = Ag (Vp trasc.) Apg (Vprel.)
norm tang norm tang
modulo ? w’AB / UéD@ DBD
direzione [l orizzontale /l BA verso A / /I BD verso B N BD

Costruendo un quadrilatero delle accelerazioni otteniamo il modulo ‘AD ewil valoredi Ug, .

Secondo quesito: la velocita e |’ acceler azione angolar e del disco;

La risposta a questo quesito & molto semplice in quanto, supponendo che il disco rotoli senza
strisciare, il suo movimento istantaneo € equivalente ad una rotazione attorno al suo punto di
appoggio per cui s avra

=
1
pu) |o-<

=
11
T |>

dove con R s eindicato il raggio del disco.

Terzo quesito: la forza sviluppata dall’ attuatore lineare (F);

Non essendoci per ipotes nel sistema attriti dissipativi € possibile utilizzare il teorema delle
potenze:
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Wm _ Wr - dECin
dt

Determiniamo il valore assunto dai singoli termini:

Potenza motrice:

Wmn=F" V,

dove F e I'incognita da cacolare mentre V, (velocita di alungamento dell’attuatore) €

determinabile in base a dati del problema ricorrendo a teorema dei moti relativi con un

procedimento in due passi:

- & posiziona nel punto C unaterna rotante con velocita angolare ws;

- s esprime la velocita assoluta di B come somma vettoriale della velocita di trascinamento e di
quellarelativa rispetto alla terna sopra descritta.

La scelta della terna mobile fa in modo che la velocita relativa coincida con la V, incognita sopra

descritta.
Riassumendo in unatabella quanto detto si ottiene:

Vg (assoluta) = Vg trasc. Vg rel.
modulo w AB ? (w2 BC) ?
direzione N AB N BC /I BC

\_/B rel.

Potenza resistente:

W, =—-M1§ x Vo —Mgg x V

D

Nel primo termine, M1 € noto dai dati del problema, g e I’ accelerazione di gravita mentre Vg indica
la velocita del baricentro dell’asta CE; in assenza di indicazioni precise il baricentro pud essere
posizionato in modo arbitrario lungo I’ asta CE, ad esempio dove terminail pistone ed inizial’ asta
La Vg puo essere determinata facilmente utilizzando la velocita di trascinamento appena calcolata.
Infatti, tenendo conto che:
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ik |
NS
W2 — VBtrasc
BC
S avra
Ve =w,L C

Il secondo termine pone meno problemi in quanto, osservando che g e V, (velocita baricentro del
disco) sono vettori perpendicolari traloro, si pud concludere che il prodotto scalare sara nullo.

Variazione dell’ energia cinetica

In questo termine compariranno soltanto gli elementi del sistema dotati di massa e quindi, I’ asta CE
ed il disco. Ricordando che I’ energia cinetica ha una componente traslazionale ed una rotazionale
sara piu semplice esprimerne la variazione:

dEsn/dt =M1 A, X Vg +hW, XW +MgA, x V, + LW, x W,
Gli unici termini incogniti presenti nella relazione sono A, e sz per determinarli riutilizzo la
terna rotante centrata in C:

Il primo passo consiste nell’ esprimere |’ accelerazione assoluta di B come somma vettoriale della
accelerazione di trascinamento, di quella relativa (rispetto alla terna sopra descritta) e di quella di
Coriolis.

Riassumendo in unatabella s ottiene:

Ag (assoluta) | = Ag (trasc) Ag (rel)) | Ag (Coriolis)
norm norm tang
w’AB w2 AB ? ? 2wz Vig)
Il BA I BC N BC IIBC N Vg
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Wa =3¢

mentre per quanto riguarda I’ accelerazione del baricentro, visto che ai nostri scopi interessa solo la
componente parallela alla velocita, e quindi quellatangenziale, sara data da:

AGtang = WZ L CG

A questo punto, nel bilancio energetico, rimane come unica incognita la forza F generata
dall’ attuatore che pud quindi essere determinata.

Quarto quesito: lereazioni vincolari nel punto A

Il calcolo della reazioni vincolari pud essere eseguito in molti modi diversi caratterizzati da diversi
gradi di complessita. Primadi partire con un procedimento € quindi opportuno riflettere se si tratta o
meno dell’ approccio migliore.

Nel caso specifico |’ osservazione di partenza e che le due aste AB e BD sono prive di massa e non
caricate; agiscono quindi dabielle e la direzione dellareazione & quella dell’ asta stessa.

Stacchiamo il disco dal sistema sostituendo alla cernieralareazione esercitata dalla biella:

Le incognite sono la reazione orizzontale T, quella verticale N e la reazione della biella Rgp,
servono quindi tre equazioni:

Mg™ =TLR+C, =0 ricavo il valoredi T

Rp™®=F —T+Rspoosa =0  ricavo Rsp
Ry =My +Regpsina -N=0 ricavoN

Come quarta equazione, per determinare Ra come richiesto nell’esercizio, s pud scrivere il
momento rispetto a C del sistema privato dell’ asta BD e AB, come sotto raffigurato:



£
o
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,,
W

54 A
ey
=

(e
I
LY

Ra

Rep

M %% =R,, L CB + R,L CB

Quinto quesito: verifica del rotolamento del disco

Lereazioni N e T (normali e tangenziali) che il disco scambia con il terreno sono state determinate
come visto sopra.

Si tratta di verificare la diseguaglianza:

T<fN
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Quesito proposto

Dato il sistema sotto raffigurato, operante nel piano verticale, s sviluppino i seguenti temi:
Scrivere il sistemadi equazioni differenziali che ne descrivono le vibrazioni;
Scrivereil sistema di equazioni linearizzato;

Indicare come é possibile ricavare lalegge del moto del sistema;

A ta fine g ritengano note la massa (M) del carréllo, la massa ed il m, J

momento di inerzia dell’asta (m, J), le costanti elastiche delle due

molle, le caratteristiche geometriche del sistema e s trascurino gl

attriti.

Yy =YoCos(\\) K
4+—>

oo

Si descriva, anche ricorrendo ad una trattazione analitica, il principio di funzionamento del
sismografo e dell’ accel erometro.

Soluzione proposta

Osservando il sistema s nota che esso presenta tre gradi di libertd;, come coordinate libere
assumiamo:

q — oscillazione asta attorno alla cerniera (positivain verso orario)
X — spostamento assoluto del carrello (positivo verso destra)
y — spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra). Si noti che la legge del moto del
vincolo e nota.
Utilizziamo per larisoluzione il metodo di Lagrange:

Calcolo dell’ energia cinetica:

L’ energia cinetica del sistema coincide con quella degli elementi dotati di massa e quindi, nel caso
dell’ esercizio proposto, con lasommadi quelladel carrello e dell’ asta.

Ecin carallo = % M V¢ V= velocita del baricentro del carrello

Per comodita calcolo I'energia cinetica totale dell’asta come somma di quella dovuta ala
traslazione del baricentro e di quella dovuta allarotazione attorno alla cerniera:

Energia cineticatraslatoria:
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Euntres = % m V> V.= velocita del baricentro dell’ asta AB

|2
=152
4

V2

Anche se non fornitatrai dati dei problemi s e fatta I’ipotesi che I’ asta avesse lunghezza L e che,
essendo la massa distribuita in modo uniforme, il baricentro s trovi a distanza l/2 dalla cerniera.
Energia cineticarotazionale:
Si trova immediatamente essendo la coordinata libera J assoluta:

Einrat =%J J?

L’ energia cineticatotale del sistema sara quindi data da:

Ednsse. =%2M x2+%m (/2 3 )?+ 123 J2

Calcolo dell’energia potenziale:

L’ energia potenziale del sistema é data dalla sommadel contributo dovuto alle due molle aumentata
della variazione di energia potenziale dell’ asta; il carrello infatti non va considerato in quanto il suo
movimento avviene su una superficie equipotenziale.

Contributo della primamolla al potenziale:
1 2 2
DEpot moIIaZE 2K DF =K (x-y)

Contributo della seconda molla a potenziae:

1 1 .
DEgot molla = E K DF = E K (x+ |SII’E|)2

Contributo dell’ asta al potenziae:
1 ]
DEpot asta= Epot - Epot inizide = > (1—cosJ)

Si sottolinea che durante il calcolo dell’ energia potenziale si € supposto che il movimento dell’ asta
potesse essere confuso con un movimento orizzontale e che quindi le molle agiscano entrambe
rigorosamente in orizzontale.

L’ energia potenziale complessiva del sistema sara:

DEpor, sstema = K (x—y) % + % K (x + Ising) * + % (1-cos))
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Siamo ora in grado di scrivere le equazioni differenziali che governano il comportamento del
sistema:

Prima equazione differenziale:

=
ﬂ Ccin — MX
X

derivando rispetto al tempo si ottiene:

dB/dt =Mx
X
Inoltre:
TE o )
. = K2(xy)+K (x+IsnJ)
X

quindi la prima equazione differenziale é:

MX +3K x + Kl sing=2K y
Seconda equazione differenziale:
TEan /Mg = mii2 g +Jq
derivando rispetto al tempo si ottiene:
d(TEan /TQ)/ct = (mi*/ 4+ 3)q
Inoltre:
lEcin /g =0
Voot 19 =K (x + Lsind) | cosJ - mgl/2sin]

Laseconda equazione differenziae € quindi determinata:

Fq+K(x+1snd)lcos) +mgl/2sind =0
Il primo obiettivo & adesso quello di determinare le condizioni di equilibrio statico stabile del
sistema considerato. La condizione di equilibrio statico puo essere trovata determinando per quali
valori delle coordinate libere s annullano le derivate prime del potenziae:

Vot 1MIX = 2K(X) + K(x + 1 sinJ) = 3Kx + Kl sinJ

MWVpot I =K(x+1snJ)lcos] +mgl/2sin] =0
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Dalla primaequazione si ricava che:

[>anJ
3

che, sostituito nella seconda ci da:

mg

KglzcosJ xd@nJ +—=€nJ =0
3 2
Come s vede, una soluzione corrisponde aJ = x = 0; atre soluzioni si hanno per:

cos] = - 3& <0
4K |

cui corrispondono valori di J > p/2, in contrasto con la geometria del problema. Consideriamo
quindi la posizione J = x = 0. Silamo ora in grado di linearizzare |'espressione dell’ energia
potenziae, nell’intorno della posizione di equilibrio, nell’ipotesi di piccole oscillazioni.

L’ energia potenziale & una funzione di due variabili, quindi 1o sviluppo in serie sara:

2

E
J+1ﬂ .

2 °

TE,|  ,TE|

’E ’E
+ X 2_'_TI p X\]+1ﬂ p
00 qx ﬂJ|

E PR
x9J 00 ix

=E

pot pot

|0,0 0,0 0,0 0,0

Nel tema proposto
Epot = K(x-y) +%K(x +ldn J)? +mgl2(1- coslJ)

E ot |, :Kx§+%K(Xo +1lsn J )% +mg lE(l cosJ,)=0
E
Boal = 21x, +K (x, +1seng,) =0
T[X 0,0
E
TEpo :K(xo+IsjnJo)ICOSJO+FT\g|—$inJo:0
1 |y, 2
TE,,
o =3k =B
T[X 0,0
ﬂEpot 2 2 in 2 i ! 2 |
AL (cos J,-sn JO)_K|XOSnJO+—mgcosJ0:KI +mg—=C
97 |, ? ’
ﬂzEpot _ 1T2Epot

=Klcosq, =Kl
ﬂXﬂq |0,0 ﬂCIﬂX |0,0

L’ energia potenziale, con opportuna sostituzione, puo essere vista sotto questa forma:
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Vzin2 +£CJ2 + DxJ
2 2

Le equazioni linearizzate risultano cosi:

i MX+Bx +DJ = 2Ky
1Jg+cy+Dx =0

12



