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Meccanica Applicata alle Macchine – Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello del 9 gennaio 1998

Es. 1 - Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, nella  configurazione rappresentata:
• la velocità e l'accelerazione del punto F
• la coppia motrice applicata alla manovella OA
• le reazioni nella cerniera O’
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
• il sistema operi in un piano verticale;
• la geometria sia completamente nota (angoli e lunghezza);
• la velocità angolare della manovella OA: ω=costante verso antiorario;
• dell’elemento DEF la massa è concentrata in G e JG sia il momento di inerzia;
• gli attriti siano trascurabili;
• la forza Q applicata in F sia verticale.

Es. 2 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
• Scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema;
• Indicare come è possibile determinare le frequenze proprie e i modi di vibrare del

sistema e la legge di moto.
A tal fine si ritengano note: la massa del carrello (M) e della massa sospesa (m), il
momento di inerzia baricentrico (J) del disco r (interno) ed R (esterno).

     Y = Acos (wt)

Es. 3 – Descrivere i principi di funzionamento dei freni a disco ricorrendo anche ad uno sviluppo
analitico.
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Soluzione proposta

Analisi del sistema.

Definiamo traiettoria, velocità e accelerazione assolute di ogni punto notevole:

Punto del
sistema

Traiettoria assoluta Velocità
assoluta

Accelerazione
assoluta

O’
O
A
B
C
D
E
G
F

punto a terra
punto a terra

circonferenza centrata in O
circonferenza centrata in C

punto a terra
circonferenza centrata in C
circonferenza centrata in O’

?
?

nulla
nulla

OAΛω
?

nulla
?
?
?
?

nulla
nulla

( )OA nota ΛωΛω
?

nulla
?
?
?
?

Primo quesito: la velocità e l’accelerazione nel punto F:

Utilizzo il teorema dei moti relativi posizionando una terna traslante di moto circolare uniforme
attorno ad O in A, in questo modo trovo la velocità del punto B:

)assoluta(VB

r =
AV

r +
BAV

r

(?) BCBCω OAω (?) ABABω
⊥BC ⊥OA ⊥AB

La chiusura dell’equazione vettoriale permette di determinare la velocità assoluta di B e la velocità
del punto B relativamente al punto A.

Il modulo della velocità assoluta di B permette di determinare la velocità angolare dell’asta BC:

BC
V

ù B
BC =  verso orario

O

A

C

VBA

VA

VB
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Il modulo della velocità di B rispetto ad A permette di determinare la velocità angolare dell’asta
AB:

AB
VBA

AB =ω  verso orario

Calcolo le accelerazioni sempre con la formula di Rivals, applicabile in quanto il moto traslatorio è
della terna mobile ci permette di affermare che il termine dovuto all’accelerazione complementare è
nullo:

Ba
r =

Aa
r +

BAa
r

Tg norm Tg norm Tg norm
Modulo ( ) BC? BCω& BC2

BCω φ OAù 2
A ( ) AB? ABω& AB2

ABω
Direzione ⊥BC //BC

verso C
- //OA

verso O
⊥AB //AB

verso A

Il modulo della accelerazione tangenziale assoluta di B permette di determinare la accelerazione
angolare dell’asta BC:

BC
a

ù  tB
BC =&

Il modulo dell’accelerazione tangenziale di B rispetto ad A permette di determinare l’accelerazione
angolare dell’asta AB:

AB
a

ù  tAB
AB =&

Anche la velocità e l’accelerazione di D è ora completamente nota:

modulo DCDCω
DV

r
=

direzione ⊥DC

tg n
modulo DCDCω& DC2

DCωDa
r =

direzione ⊥DC //DC
verso C

O

C

aBA norm

aB norm

aB tg

aBA tg

aA norm
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Calcoliamo la velocità di E utilizzando una terna mobile con origine in D e dotata di moto
traslatorio circolare attorno a C.

EV
r =

DV
r +

EDV
r

Modulo ( ) E'O? E'0ω DCDCω ( ) ED? EDω
Direzione ⊥O’E ⊥DC ⊥DE

.

Il modulo della velocità assoluta di E permette di determinare la velocità angolare dell’asta O’E:

E'O
VE

E'O =ω  verso orario

Il modulo della velocità di E rispetto a D permette di determinare la velocità angolare dell’asta DE:

DE
VDE

DE =ω  verso orario

Passiamo ora alla determinazione delle accelerazioni:

ASS. Ea
r

Da EDa
Tg n Tg n Tg n

Modulo ( ) E'O? E'0ω& E'O2
E'0ω CDDCω& CD2

DCω ( ) ED? EDω& ED2
EDω

Direzione ⊥O’E //O’E
verso O’

=

⊥CD //CD
verso C

⊥ED //ED
verso D

Il modulo dell’accelerazione tangenziale assoluta di E permette di determinare la accelerazione
angolare dell’asta O’E:

E'O
AE

E'O =ω&  verso antiorario

mentre il modulo dell’accelerazione tangenziale di E rispetto a D permette di determinare
l’accelerazione angolare dell’asta ED:

ED
AED

ED =ω&  verso orario

E

D

C

O'

VE

VED

VD
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Il grafico vettoriale corrispondente alla tabella prima riportata è:

La velocità e l’accelerazione del punto F, con la stessa terna traslante in D:

FDD V         V
rr

+
DCù DC FDù FDFV

r =

⊥CD ⊥FD

FDD a                                   a
rr +

Tg n Tg n
DCù DC& DCù 2

DC
DFù ED& DFù 2

ED

Fa
r =

⊥CD //CD
verso C

⊥DF //DF
verso D

Anche la velocità e l’accelerazione di G possono essere ricavate con un procedimento analogo.

La coppia motrice applicata alla manovella OA

La coppia necessaria a garantire il moto può essere determinata tramite un bilancio di potenze,
semplificato dalla mancanza di forze di attrito:

rm
C WW

dT
dE −=

Variazione di energia cinetica

Coincide con quella dell’elemento DEF  che è l’unico elemento dotato di massa:

 DEFDEFGGG
C JavM

dT
dE

ω×ω+×= &rrrr

E

D

C

O'

aEDn

aDn

aDt

aEn
aEDt

aEt
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Potenza motrice

E’ fornita dal motore collegato alla manovella:

ω×= rr
mm CW

dove la velocità angolare della manovella è un dato del problema.

Potenza resistente

E’ dovuta alla variazione di quota del baricentro dell’elemento DEF ed alla forza Q ad esso
applicata:

GFr VgMVQW
rrrr

×−×−=

Bilancio di potenze

L’equazione risultante è:

GFmDEFDEFGGG VgMVQCJavM
rrrrrr

&rrrr ×+×+ω×=ω×ω+×

in cui tutti i termini risultano essere noti a meno dell’incognita Cm.
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Le reazioni vincolari nella cerniera O’

La considerazione da tenere presente è che l’asta O’E è una biella e quindi la reazione in O’ sarà
diretta come la biella stessa.

Definita la direzione della reazione rimangono da determinare il modulo ed il verso della stessa.
Allo scopo è possibile scrivere un momento rispetto alla cerniera D (in modo da evitare che le forze
agenti in D, incognite, compaiano nell’equazione) ed annullarlo.
Per quanto riguarda il modulo ed il verso dell’accelerazione del baricentro G e dell’accelerazione
angolare di DEF si può fare riferimento a quanto ricavato per lo studio della cinematica. I versi
indicati nel disegno hanno il puro scopo di segnalare la presenza di una forza e di un momento e
quindi sono da intendersi puramente qualitativi.
La seguente relazione esprime in forma vettoriale l’equilibrio richiesto:

0DFQDGgMDGaMJDOR  M GG1'0D =Λ+Λ+Λ+ω+Λ=
rrrr

&
r

Mg

F G
E

D

O'

Q

RO’

Ma
ω
r
&GJ
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II° Esercizio

Soluzione proposta

Dati:
• M massa carrello
• m massa sospesa
• J momento d’inerzia baricentrico del disco
• r, R rispettivamente raggio interno ed esterno del disco.

Il sistema si presenta a tre gdl di cui uno con legge di moto imposta.

Come coordinate libere assumiamo:

• y spostamento assoluto del carrello (positivo verso destra);
• θ rotazione disco (positiva in senso orario)
• x spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra).

Tutte le coordinate hanno origine nella posizione di equilibrio statico.

Utilizziamo il metodo di Lagrange per la soluzione.

Calcolo energia cinetica:
2

carrello cin xM
2
1

E &=

2
disco cin J

2
1

E θ= &

La massa sospesa ha velocità verticale pari a:

RV sospesa massa θ= &

Quindi:

2222
cin

22
sospesa massa cin

mR
2
1

J
2
1

xM
2
1

E                        

mR
2
1

E

θ+θ+=⇒

θ=

&&&

&

L’energia potenziale è data:

( )2
 I  2

1
yxKE mollapot −=

( )2
 II  2

1
xrKE mollapot −= θ

rmgE sosp. massa  pot θ−=

( ) ( ) ( )RmgxrKyxKEpot θθ −−+−= 22

2
1

2
1

nell’ipotesi che tutte le variabili siano misurate a partire dalla condizione di equilibrio statico.
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Calcoliamo le equazioni differenziali che descrivono la vibrazione del sistema:

xM
x

E cin &
&

=
∂

∂

xM
x

E
dt
d cin &&

&
=

∂
∂

φ=
∂

∂
x

E cin

( ) ( )xrKyxK
x

E pot −+−=
∂

∂
θ 

{ φθ  K-rKxM equazione =+⇒ yI &&

Seconda equazione:

θ+θ=
θ∂

∂ &&
&

2cin mRJ
E

θ+θ=
θ∂

∂ &&&&
&

2cin mRJ
E

dt
d

φ=
θ∂

∂ cinE

( ) mgRrxr K
Epot +−θ=

θ∂
∂

( ) φ mgRKrx-KrmRequazione II 22 =+θ+θ+⇒ &&

La terza equazione, che descrive lo spostamento del vincolo, è data in termini finiti tra i dati del
problema.



Es. 2: Analisi del sistema 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il sistema si presenta a tre gradi di libertà anche se la posizione del vincolo è data da una legge 
imposta: 
 
x posizione assoluta del carrello (positivo verso destra); 
θ rotazione assoluta del disco (positiva se oraria); 
y spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra); 
 
si ipotizza che tutte le coordinate sopra riportate hanno valore nullo nella configurazione in cui tutte 
le molle del sistema non presentino deformazione. 
 
 
Energia cinetica del sistema 

 
L’energia cinetica totale del sistema è la somma di quella del carrello (solo traslatoria) e di quella 
del disco (solo rotatoria) e di quella della massa sospesa (solo traslatoria): 
  
Energia cinetica carrello: 

 
Energia cinetica disco: 

 
Energia cinetica massa sospesa: 

 
Dove Vms rappresenta la velocità assoluta del baricentro della massa sospesa. 
 
L’energia cinetica totale del sistema è data quindi da: 

 

2

2
1 xME carc =−

2

2
1 θJE discoc =−

2222

2
1

2
1

2
1 θθ mRJxMEc ++=

222

2
1

2
1 θmRmVE msmsc ==−

K K
y=Acos(ωt) 

mg 

J 

M 

x 
θ 



 
Energia potenziale del sistema 

 
L’energia potenziale totale del sistema è la somma di quella gravitazionale (dovuta alla variazione 
di quota del baricentro della massa sospesa conseguente alla rotazione del disco) e di quella elastica 
(dovuta alle variazioni di lunghezza delle due molle presenti nel sistema): 
 
Energia potenziale elastica: 

 
 
Energia potenziale gravitazionale: 

 
L’energia potenziale complessiva del sistema è data quindi da: 

 
 
Equazioni di equilibrio 
 
Le equazioni che descrivono il moto possono essere ricavate dalle espressioni dell’energia cinetica 
e di quella potenziale utilizzando il metodo di Lagrange: 
 
Prima equazione: 
 

0=
∂

∂
+

∂
∂

−







∂
∂

x
E

x
E

x
E

dt
d pCC  

  

xM
x
Ec =
∂

∂  

 

xM
x
E

dt
d c =








∂
∂  

 

0=
∂

∂
x
Ec  

 

( ) )( θrxKyxK
x
Ep −+−=
∂

∂  

 
L’equazione di equilibrio risultante è: 
 

KyKrKxxM =−+ θ2  
 

( ) ( )22

2
1

2
1 xrKyxKEpE −+−= θ

θmgREpG −=

( ) ( ) θθ mgRxrKyxKEp −−+−= 22

2
1

2
1



 
Seconda equazione: 
 

0=
∂
∂

+
∂
∂−








∂
∂

θθθ
pCC EEE

dt
d  

 

θθ
θ

2mRJ
Ec +=

∂
∂  

 

θθ
θ

2mRJE
dt
d c +=








∂
∂  

 

0=
∂
∂

θ
cE  

 

( ) mgRrxrK
Ep −−=
∂
∂

θ
θ

 

 
L’equazione di equilibrio risultante è: 

 
 

 
In termini matriciali l’equazione può essere espressa come: 
 







=
















−

−
+
















+ mgR

Kyx
KrrK
rKKx

mRJ
M

θθ 22

2
0

0  

 
Si noti che si perviene solo a due equazioni differenziali in quanto lo spostamento del vincolo è 
fornito in termini finiti dai dati del problema. 
 
 
Frequenze proprie del sistema 
 
Il sistema considerato si presenta libero non smorzato con entrambe le matrici di massa e rigidezza 
simmetriche e definite positive, per cui le soluzioni in questo caso sono puramente armoniche, cioè 
del tipo: 
 
{ } { } ti

0
0eX)t(x ω=  

 
sostituendo le soluzioni nel sistema si ha: 
 

[ ] [ ] { } { }02
0 0 0i tM K X e ωω − + =   

 
Per avere soluzioni diverse dalla banale { } { }0 0X = , occorre che le 0ω  siano le radici di: 
 

[ ] [ ]2
0det 0M Kω − + =   

( ) 02 =−−++ mgRrxrKmRJ θθθ



 
ovvero di: 
 

( ) 0
2

 det 22
0

2

2
0 =









+−−
−−

mRJKrrK
rKMK

ω
ω  
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Meccanica Applicata alle Macchine – Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello dell’11 febbraio 1998

Es. 1 - Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la  configurazione rappresentata:
• la velocità e l'accelerazione del punto F
• la coppia motrice applicata alla manovella OA
• le reazioni nella cerniera C
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che: a) il sistema operi in un piano verticale; b) la
geometria sia completamente nota (angoli e lunghezze); c) la velocità angolare della manovella OA:
ω=costante in verso antiorario; d) dell’elemento DEF la massa M sia concentrata in G e JG sia il
momento di inerzia baricentrico; e) gli attriti siano trascurabili; f) la forza resistente Q applicata in F
sia verticale.

Es. 2 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
• Scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema;
• Determinare le frequenze proprie e i modi di vibrare del sistema e la legge di moto.
A tal fine si ritengano note: la massa, il momento di inerzia baricentrico e il raggio del
disco (M, J, R); la massa (si consideri quella del disco all’estremità e si trascuri quella
dell’asta) e la lunghezza del pendolo (m, l); le rigidezze delle due molle.

     x=Acos (wt)

Es. 3 - Si parli della trasmissione ad ingranaggi e, considerando il proporzionamento modulare, si
approfondisca l’argomento del minimo numero di denti possibile e delle tecniche di ribassamento e
correzione.

C

G
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O

E D

F

Forza res.Q

K 3K

l
Mg

mg
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Esercizio cinematica e dinamica

Analisi del sistema

Valutiamo la cinematica dei punti notevoli del sistema:

Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocità assoluta Accelerazione assoluta
O Punto a terra Nulla Nulla
A Circonferenza centrata in O ωOAOA ω2

OAOA
B Circonferenza centrata in C ωBCBC ω2

BCBC
C Punto a terra Nulla Nulla
D Circonferenza centrata in E ωDEDE ω2

DEDE
E Punto a terra Nulla Nulla
F Circonferenza centrata in E ωFEFE ω2

FEFE
G Circonferenza centrata in E ωGEGE ω2

GEGE

La velocità e l’accelerazione angolare di F possono essere determinate applicando per due volte le
leggi di composizione delle velocità e delle accelerazioni.
In particolare il percorso risolutivo parte dall’osservazione che nel sistema possono essere
riconosciuti due quadrilateri articolati: OABC e CBDE (dove l’asta DE coincide con l’arco a tre
cerniere rappresentato da DEF.
Il punto F sarà cinematicamente noto una volta note la velocità e l’accelerazione angolare dell’arco
a tre cerniere DEF. Tali parametri angolari possono essere agevolmente determinati note la velocità
e l’accelerazione assolute di D. Questi ultimi sono ricavabili dalla conoscenza della velocità e della
accelerazione assolute del punto B che saranno quindi i primi parametri da calcolare.

Essendo la velocità angolare della manovella OA costante ed uguale ad ω:

ùOAVA = con direzione perpendicolare ad OA e verso antiorario.

Mentre l’accelerazione:

( ) n OAùt OA0ùa 2
A

rr
&

r
+==

Utilizzando una terna traslante di moto circolare con origine in A, in base alla legge di
composizione delle velocità, si ottiene:

BV
r =

AV
r +

BAV
r

modulo ( )BC?ù BC = ùOA ( )BA?ù BA =
direzione ⊥BC ⊥OA ⊥BA

da cui ricavo BV
r

 ed BAV
r

; da queste ultime risalgo alle velocità angolari delle aste AB e BC.
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Utilizzando la stessa terna, ed applicando il Teorema di Rivals in quanto la terna mobile è traslante,
ottengo:

Ba
r = Aa

r + BAa
r

gT n
gT n

gT n

modulo ( )BC?ù BC =& BCù 2
BC

0 OAù 2 ( )BA?ù BA =& BAù 2
BA

direzione ⊥BC //BC
verso C

⊥OA //OA
verso O

⊥BA //BA
verso A

Abbiamo così ricavato i valori delle Ba
r

 ed BAa
r

; da queste ultime risaliamo alle accelerazioni
angolari delle aste AB e BC.

Calcoliamo la velocità di D utilizzando una terna traslante di moto circolare con origine centrata in
B:

DV
r =

BV
r +

DBV
r

modulo ( )ED?ù ED = BCù BC ( )DB?ù DB =
direzione ⊥ED ⊥BC ⊥DB

VA

VB

VBA

B

A

O C
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Ricaviamo così la velocità del punto D dalla quale risaliamo alle velocità angolari delle aste BD e
DE.
Valutiamo le accelerazioni in D utilizzando la stessa terna mobile:

Da
r = Ba

r + DBa
r

gT n gT n
gT n

modulo ( )ED?ù ED =& EDù 2
ED BCù BC& BCù 2

BC
( )BD?ù BD =& BDù 2

BD

direzione ⊥ED //ED
verso E

⊥BC //BC
verso C

⊥BD //BD
verso B

Abbiamo così ricavato i valori delle Da
r

 ed DAa
r

; da queste ultime risaliamo alle accelerazioni
angolari delle aste AB e BC.

Possiamo ora ricavare facilmente la velocità e l’accelerazione del punto F:

EFdir.

EFùmod.
V DE

F ⊥
=

r

nEF.ùtEF.ùa 2
EFEFF

rr
&

r +=

ω ΕED

ωΕ DE
ω CBC

ω CBC

ωDBD

ωBBD

E D

.

.
2

2

2

.

VD

VD

VD

VB

VDB

B

E D



Soluzione del tema d’esame del 11/02/1998 – A. Curami, R. Sala                        5

La coppia motrice applicata alla manovella OA

La coppia necessaria a garantire il moto può essere determinata tramite un bilancio di potenze, semplificato dalla
mancanza di forze di attrito:

rm
C WW

dT
dE −=

Variazione di energia cinetica

Coincide con quella dell’elemento DEF  che è l’unico elemento dotato di massa:

 EDEDGGG
C JvaM

dT
dE

ω×ω+×=
r&rrr

Potenza motrice

E’ fornita dal motore collegato alla manovella:

ω×= rr
mm CW

dove la velocità angolare della manovella è un dato del problema.

Potenza resistente

E’ dovuta alla variazione di quota del baricentro dell’elemento DEF ed alla forza F ad esso applicata:

GFr VgMVFW
rrrr

×−×−=

Bilancio di potenze

L’equazione risultante è:

GFmEDEDGGG VgMVFCJvaM
rrrrrrr&rrr

×+×+ω×=ω×ω+×

in cui tutti i termini risultano essere noti a meno dell’incognita Cm .

Prima di procedere sarà comunque necessario determinare le caratteristiche cinematiche del baricentro G:

EGdir.

EGùmod.
v EG

G ⊥
=

r

nEG.ùtEG.ùa 2
EGEGG

rr
&

r +=
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Le reazioni vincolari nella cerniera C

Aprendo la struttura in D:

Facciamo l’equilibrio al momento in E e ricaviamo il valore di DR , l’unica reazione che passa
lungo la biella BD:

DE R           M∑ ⇒= φ

L’analisi si riconduce a quella della sottostruttura OABC (quadrilatero articolato), le cui aste AB e
BC sono delle bielle (non chiaramente OA a causa della presenza del momento motore).

Cominciamo con l’evidenziare le componenti orizzontali e verticali delle reazioni presenti nelle tre
cerniere per poi scrivere le quattro relazioni di equilibrio necessarie per determinare la reazione in C
(e quella in O, anche se non richiesta).

eq. verticale = ∑ =     Vi φ

eq. verticale = ∑ =     Hi φ

eq. rotazione attorno ad A

eq. rotazione attorno a B

Ne risultano quattro relazioni nelle quattro incognite cercate che possono in tal modo essere
determinate.

He

Ve Rd

JG Eω
Mg

F MaG

HcHo

VcVo RcRo

VD

HD

RD
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Esercizio cinematica e dinamica

DATI:

• Disco: Massa M, momento di inerzia baricentrico j,
raggio R

• pendolo: massa m, lunghezza l
• rigidezza molle

Il problema è a 3 gdl; vale comunque la pena di notare fin d’ora che la legge di moto di uno di
questi è imposta.
Definiamo le coordinate libere che utilizzeremo:

• θ rotazione del disco
• ϕ rotazione del pendolo

Supponiamo di valutare entrambe le coordinate a partire dalla
posizione di equilibrio statico del sistema; faremo inoltre l’ipotesi che in tale posizione di equilibrio
le due molle abbiano una lunghezza coincidente con quella di molla indeformata. In altre parole
nella posizione di equilibrio statico supporremo che entrambe le molle siano scariche.

 Utilizzo il metodo di Lagrange:

pendolo cdisco cc EEE +=

( ) 22

c 2
1

2
1

disco θθ && JRME +=

Il calcolo dell’energia cinetica del pendolo si presenta leggermente più complesso in quanto bisogna
determinare il valore della velocità assoluta dello stesso che sarà il risultato di una composizione tra
il movimento di trascinamento (del disco) e quello relativo (di oscillazione).

⇒+= ..pendolo ass. reltras VVV
rrr

Introduciamo una terna mobile solidale al centro del disco posto all’estremità del pendolo e
scomponiamo la velocità lungo gli assi X ed Y:

( )[ ] ( )22
cos ϕϕϕϕθ lsinlR &&& ++⇒

θ

ϕ
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per cui, essendo la massa concentrata all’estremità dell’asta, in pratica nell’origine della terna
mobile:

( ) ( )
2

22

pendolo sincos
2
1






 ++= ϕϕϕϕθ llRmEc

&&&

Si sottolinea che si è ipotizzato che la massa m sia puntiforme e quindi priva di momento di inerzia
e che per questo si è fatta coincidere l’energia cinetica con la sua componente traslazionale.
Quindi:

( ) [ ]222222
cos2

2
1

2
1

2
1

lRlRmJRMEc ϕϕθϕθθθ &&&&&& ++++=

( )( ) ϕθϕθθ &&&&& RmllmJRmMEc cos
2
1

2
1

2
1 2222 ++++=  .

Valutiamo l’energia potenziale:

nalegravitaziomollep EEE +=

Per determinare l’energia potenziale delle molle dobbiamo considerare la compressione o
l’estensione dovuta al movimento del vincolo, quindi:

Ry θ= &

Per cui:

( )2
I molla p 2

1
xyKE −=

( )2
II molla p 3

2
1

yKE −=

( )ϕ−= cos1mglE nalegravitazio 

( ) ( )ϕcos1
2
3

2
1 22

p −++−= mglKyyxKE  .

ϕ

ϕ

θR

y

x

K

x y
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Siamo ora in grado di scrivere le equazioni non lineari del moto:

( ) ϕϕθθ
θ

&&&
& RmljRmM

E
cos2cin +++=

∂
∂

( ) ( )22cin sincos ϕϕϕϕθθ
θ

&&&&&&&
& −+++=

∂
∂

mlRjRmM
E

dt
d

φ=
θ∂

∂ cinE

( ) ( ) ( ) ö3KRRKRK
2
3

RK
2
1 2222pot θθθθ

θ
+−=+−=

∂

∂
xRx

E

La prima equazione differenziale risulta essere:

( )[ ] φθϕϕϕϕθ =−−+++⇒ KRxmlRsinmlRjRmM 22 cos &&&&&

θϕϕ
ϕ

&&
&

Rmlml
E

cos2cin +=
∂

∂

)(cos2cin θϕϕθϕϕ
ϕ

&&&&&&
&

sinmlRml
E

dt

d −+=
∂

∂

ϕϕθ
ϕ

sinmlR
E

&&−=
∂

∂ cin

ϕ
ϕ

mglsin
E

=
∂

∂ pot

La seconda equazione differenziale risulta essere:

.)(cos2 2 φϕϕθϕϕϕθϕ =+−++⇒ mglsinsinsinmlRmllR &&&&&&  .

Per linearizzare le equazioni calcolo prima il punto di equilibrio statico. Come abbiamo già detto
consideriamo di porre θ = 0 nel punto di equilibrio statico delle 2 molle. Per quel che riguarda ϕ, si
ottiene ovviamente:

ϕ
ϕ

mglsin
E

=
∂
∂ p

Per cui

2. 1, ,  ncon    per              0 φπϕϕφϕ ==== nmglsin

Quindi abbiamo equilibrio statico per la coppia:
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φ
φ
 

      

0

0

=ϕ
=θ

Possiamo ora linearizzare il sistema attorno la posizione di equilibrio statico sviluppando in serie di
Taylor i termini non lineari:

Linearizziamo l’unico termine non lineare dell’energia potenziale:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 222
linpot 

2

2
00000

2
1

mglyK
2
3

yxK
2
1

E

2
l

mg                                

                                                                                                

...cos
2
l

mgmglsincos1mglcos1mgl

ϕ++−=⇒

ϕ

⇓⇓⇓

+ϕ−ϕϕ+ϕ−ϕϕ+ϕ−=ϕ−

                             φ                              φ

Per quanto riguarda l’energia cinetica l’unico termine non lineare è dato da:

0coscos ϕϕ mlRmlR ⇒           è la sua linearizzazione di Fourier fermata al 1° termine.

( )( ) ϕθϕϕθθ &&&&&
0

2222

lin. cin. cosml
2
1

j
2
1

R
2
1

mlRmME ++=+=⇒

Ricalcolo le equazioni del moto partendo dalle energie linearizzate:

( ) ϕθθ
θ

&&&
& mlRjRmM

E +++=
∂

∂ 2cin

( ) ϕθθ
θ

&&&&&
& mlRjRmM

E
dt
d +++=

∂
∂ 2cin

φ=
θ∂

∂ cinE

KRxKR4
E 2pot −θ=

θ∂
∂

( ) φθϕθθ =−++++⇒ KRxKRmlRjRmM 22 4&&&&&

Passo alla seconda equazione:

θϕ
ϕ

&
&

mlRml
E +=
∂

∂ 2cin

θϕ
ϕ

&&&&
&

mlRml
E

dt

d +=
∂

∂ 2cin

φ=ϕ∂
∂ cinE
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ϕ
ϕ

mgl
E

=
∂

∂ pot

02 =++⇒ ϕθϕ mglmlRml &&&&

in forma matriciale:

( )

[ ] [ ]       x     z       K             z             M                   

                     

 
mgl

4
 

2

2

2

=

⇓

=+






 ++

&&

&&

&&

φϕ
θ

φ
φ

ϕ
θ KRxKR

mlmlR

mlRjRmM

La soluzione dell’omogenea associata sarà una funzione del tipo:

{ } ( )φ+ω= tcosXz

Per cui, sostituendo tale funzione:

[ ]{ } [ ]{ } 0ZKZM2 =+ω−

Perché il sistema

[ ] [ ]( ){ } 0ZMK 2 =ω− (1)

abbia soluzioni non nulle deve essere:

[ ] [ ]( ) φ=ω− MKDet 2

da cui ricavo i 2 autovalori 21   , ωω   che sostituiti in (1) mi danno 2 autovettori corrispondenti

12

11
11 z

z
z =⇒ω

22

21
22 z

z
z =⇒ω

La soluzione dell’omogeneo associato è somma dei due modi:

1° modo: { } ( )111  tcosz φ+ω=ϕ
θ

2° modo: { } ( )222  tcosz φ+ω=ϕ
θ

Le due costanti 21   e  φφ  si ottengono imponendo le condizioni al contorno 0000  ,   e   , θϕθϕ &&&&&&  .
Si tenga conto che, oltre alla soluzione dell’omogenea associata, ci sarà un integrale legato alla
forzante che, a regime, determinerà la soluzione del problema.

Ricordiamo che sostituendo 2ω&  in (1) si ottiene una
relazione tra 1211 z  e z , si assegna quindi un valore arbitrario
ad uno dei due per avere una coppia che sia autovettore.



Es. 2: Analisi del sistema 
 
Il sistema si presenta a tre gradi di libertà anche se la posizione del vincolo è data da una legge 
imposta: 
 
θ rotazione assoluta del disco (positiva se oraria); 
ϕ rotazione assoluta del pendolo (positiva se oraria); 
y spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra); 
 
si ipotizza che tutte le coordinate sopra riportate hanno valore nullo nella configurazione in cui tutte 
le molle del sistema non presentino deformazione. In particolare in corrispondenza alle due 
coordinate angolari nulle si immagina che la lunghezza delle due molle coincida con la loro 
lunghezza indeformata mentre la posizione del pendolo sia verticale. 
 
Energia cinetica del sistema 

 
L’energia cinetica totale del sistema è la somma di quella del disco e di quella del pendolo, nelle 
componenti dovute alla rotazione ed alla traslazione. Si indichi con l la lunghezza del pendolo. 
 
Energia cinetica del disco: 

 
Dove Vd rappresenta la velocità assoluta del baricentro del disco che, nelle coordinate libere scelte, 
è: 

 
Energia cinetica del pendolo: 

 
Dove Vp rappresenta la velocità assoluta del baricentro del pendolo. Immaginando di posizionare 
nel baricentro del disco una terna traslante solidalmente con esso, tale velocità può essere pensata 
come la somma di una componente di trascinamento (velocità del baricentro del disco e quindi della 
terna sopra definita) e di una relativa (oscillazione del pendolo rispetto alla terna sopra definita). 

 
Dal disegno del sistema risulta chiaro che la velocità di trascinamento è orizzontale diretta verso 
destra mentre quella relativa è diretta verso sinistra con un angolo rispetto all’orizzontale pari a 
180-ϕ. 
La massa m concentrata all’estremità inferiore del pendolo è puntiforme e quindi priva di momento 
di inerzia; questo significa fare coincidere l’energia cinetica con la sua componente legata alla 
traslazione. 
 
 
 
 

22

2
1

2
1 θJMVE ddc +=−

θRVd =

2

2
1

ppc mVE =−

reltrascp VVV +=



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il quadrato della velocità assoluta può essere ottenuto come somma dei quadrati della velocità 
orizzontale e di quella verticale.  
 
Velocità orizzontale: 

 
Velocità verticale: 

 
Il quadrato della velocità assoluta sarà quindi dato da: 
 

 
Si noti come allo stesso risultato si sarebbe arrivato utilizzando il teorema di Carnot o teorema del 
coseno, che poi non è altro che la legge di composizione delle velocità: 
 
 
 
 
 
 

 
In definitiva l’energia cinetica associato alla massa m è quindi data da: 

 
L’energia cinetica complessiva del sistema risulta quindi essere: 
 

180-ϕ
ϕr 

θr 

ϕ 

ϕ 

y 

x 

ϕϕθϕϕθ cos)180cos(__ lRlRVVV orelotrasco −=−+=+=

ϕϕϕϕ lsenlsenVV vrelv =−== )180(_

ϕθϕϕθ
ϕϕϕθϕϕϕθ

ϕϕϕϕθ

cos2

cos2cos

)())cos((

)()(

2222

22222222

2

2
_

2
__

RllR
senlRllR

lsenlR

VVVV orelorelotrascp

−+=

=+−+=

=+−=

=++=

ϕ 

ϕϕθϕθ cos))((22222 lRlRVp −+=

)cos2(
2
1 2222 ϕθϕϕθ RllRmE pc −+=−



 
 
Energia potenziale del sistema 

 
L’energia potenziale totale del sistema è la somma di quella gravitazionale (dovuta alla variazione 
di quota del baricentro del pendolo conseguente alla sua oscillazione) e di quella elastica (dovuta 
alle variazioni di lunghezza delle due molle): 
 
Energia potenziale elastica: 

 
Energia potenziale gravitazionale: 

 
L’energia potenziale complessiva del sistema è data quindi da: 

 
Equazioni di equilibrio non lineari 
 
Le equazioni che descrivono il moto possono essere ricavate dalle espressioni dell’energia cinetica 
e di quella potenziale utilizzando il metodo di Lagrange: 
 
Prima equazione: 
 

0=
∂

∂
+

∂
∂

−







∂
∂

θθθ
pCC EEE

dt
d  

  

ϕϕθθ
θ

cos)( 2 mRlJRmMEc −++=
∂
∂  

 

)cos()( 22 ϕϕϕϕθθ
θ

−+++=







∂
∂ senmRlJRmME

dt
d c  

 

0=
∂
∂

θ
cE  

 

( ) 22 ))(3(
2
1

2
1 θθ RKxRKEpE −+−=

)cos1( ϕ−= mglEpG

( )

)cos1()2(
2
12

)cos1(
2
3)2(

2
1

)cos1())(3(
2
1

2
1

222

22222

22

ϕϑθ

ϕθϑθ

ϕθθ

−+−+=

=−+++−=

=−+−+−=

mglRxxKKR

mglKRxRxRK

mglRKxRKEp

ϕθϕϕθθ cos
2
1

2
1))((

2
1 2222 mRlmlJRmMEc −+++=



KRxKR
Ep −=
∂

∂
θ

θ
24  

 
L’equazione di equilibrio risultante è: 
 
( ) 04)cos()( 222 =−+−+++ KRxKRsenmRlJRmM θϕϕϕϕθ  
 
 
Seconda equazione: 
 

0=
∂
∂

+
∂
∂−








∂
∂

ϕϕϕ
pCC EEE

dt
d  

 

θϕϕ
ϕ

cos2 mRlmlEc −=
∂
∂  

 

θϕθϕϕϕ
ϕ

cos2 mRlmRlsenml
E

dt
d c −+=








∂
∂  

 

ϕθϕ
ϕ

mRlsen
Ec =

∂
∂  

 

ϕ
ϕ

mglsen
E p =
∂

∂  

 
L’equazione di equilibrio risultante è: 
 

0cos

cos
2

2

=+−=

=+−−+

ϕθϕϕ
ϕθϕϕθϕθϕϕϕ

mglsenmRlml

mglsenmRlsenmRlmRlsenml
 

 
 
Posizione di equilibrio 
 
Per linearizzare le equazioni occorre individuare una posizione di equilibrio stabile del sistema; tale 
posizione di equilibrio è verificabile imponendo le seguenti due eguaglianze (scritte nell’ipotesi che 
il vincolo mobile sia fermo alla coordinata x=0): 
 

θ
θ

24KR
Ep =

∂
∂  

 

ϕ
ϕ

mglsen
E p =
∂

∂
 

 
Sicuramente la condizione di equilibrio è verificata per: 



 

......3,2,1,00

......3,2,1,00
=⇒±=
=⇒±=
nn
nn

πϕ
πθ

 

 
Per quanto riguarda la stabilità della condizione di equilibrio considerata, deve essere: 
 

0
0,0

2

2

>
∂
∂

θ
pE  

 

0
0,0

2

2

>
∂
∂

ϕ
pE  

 

0

2

0,0

2

0,0

2

2

0,0
2

2

>













∂∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

ϕϑϕθ
ppp EEE  

 
Le derivate necessarie sono: 
 

2
2

2

4KR
E p =

∂

∂

θ
 

 

ϕ
ϕ

cos2

2

mgl
E p =

∂

∂  

 

0
2

=
∂∂

∂
ϕθ
pE  

 
da cui: 
 

2

0,0
2

2

4KR
Ep =

∂
∂

θ
 

 

mgl
Ep =

∂
∂

0,0
2

2

ϕ
 

 

0
0,0

2

=
∂∂

∂
ϕθ
pE  

 



0

2

0,0

2

0,0

2

2

0,0
2

2

>
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∂

−
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∂

∂
∂

ϕθϕϑ
ppp EEE  

 
Si può quindi concludere che le tre relazioni di disuguaglianza sono tutte verificate per cui la 
condizione di equilibrio trovata è stabile e si può procedere alla linearizzazione. 
 
 
Linearizzazione dell’energia potenziale 
 
Il suo sviluppo può essere espresso nella seguente forma: 
 

αβ
βα

β
β

α
α

β
β

α
α

βα
0,0

22

0,0

2

22

0,0

2

2

0,00,0
0,0 22

),(
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
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∂
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+≅= ppppp
ppp

EEEEE
EEE  

 
Dei termini in questione: 
� il termine costante non interessa, in quanto viene eliminato dalla derivazione necessaria per la 

scrittura delle equazioni di Lagrange; 
� i termini del primo ordine sono nulli, poiché il potenziale è stazionario nella configurazione di 

equilibrio (sono dunque nulle le sue derivate prime). 
Rimangono dunque soltanto i termini di secondo ordine, per cui si ha: 
 

2

0,0
2

2

4KR
Ep =

∂
∂

θ
 

 

mgl
Ep =

∂
∂

0,0
2

2

ϕ
 

 

0
0,0

2

=
∂∂

∂
ϕθ
pE  

 
da cui l’espressione dell’energia potenziale linearizzata: 
 

[ ] [ ] 222

2
14

2
1 ϕθ mglKREp +=  

 
Alla quale aggiungiamo ora il termine contenente la dipendenza dallo spostamento del vincolo, già 
lineare in partenza: 
 

2222

2
1)2(

2
14

2
1 ϕϑθ mglRxxKKREp +−+=  

 
 
 



Linearizzazione dell’energia cinetica 
 
Nell’esercizio proposto l’energia cinetica non necessita di linearizzazione. Ci limitiamo ad indicare 
il processo che sarebbe stato applicato in presenza di non linearità nella stessa. 
Per ciò che riguarda l’energia cinetica, essa può essere espressa nella forma: 
 

∑
=

=
2

1,
21 ),(

2
1

kj
kjjkc qqqqaE  

 
dunque la sua approssimazione ai fini della scrittura delle equazioni è data da: 
 

∑
=

≅
2

1,
2010 ),(

2
1

kj
kjjkc qqqqaE  

 
Nell’esercizio l’espressione dell’energia cinetica risulta è: 

 
per cui l’energia cinetica linearizzata sarà data da: 

 
 
Equazioni linearizzate 
 
Partendo dalle espressioni dell’energia cinetica e dell’energia potenziale linearizzati si ottiene: 
 
Prima equazione: 
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θθθ
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dt
d  

  

ϕθθ
θ
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∂
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θ

mRlJRmME
dt
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∂
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θ
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∂
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θ
24  

 
L’equazione di equilibrio risultante è: 

ϕθϕϕθθ cos
2
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2
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2
1 2222 mRlmlJRmMEc −+++=
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( ) 04)( 22 =−++++ KRxKRmRlJRmM θϕθ  
 
 
Seconda equazione: 
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L’equazione di equilibrio risultante è: 
 

02 =+− ϕθϕ mglmRlml  
 
In termini matriciali l’equazione può essere espressa come: 
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 ++
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ϕ
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ϕ
θ  

 
Si noti che si perviene solo a due equazioni differenziali in quanto lo spostamento del vincolo è 
fornito in termini finiti dai dati del problema. 
 
 
Frequenze proprie del sistema 
 
Il sistema considerato si presenta libero non smorzato con entrambe le matrici di massa e rigidezza 
simmetriche e definite positive, per cui le soluzioni in questo caso sono puramente armoniche, cioè 
del tipo: 
 
{ } { } ti

0
0eX)t(x ω=  

 
sostituendo le soluzioni nel sistema si ha: 
 



[ ] [ ] { } { }02
0 0 0i tM K X e ωω − + =   

 
Per avere soluzioni diverse dalla banale { } { }0 0X = , occorre che le 0ω  siano le radici di: 
 

[ ] [ ]2
0det 0M Kω − + =   
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Meccanica Applicata alle Macchine – Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami – Compitino dell’8 giugno 1998

Es. 1 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
• Scrivere l’equazione differenziale che descrive le

vibrazioni del sistema;
• Determinare la frequenze propria del sistema;
• Indicare come è possibile determinare la legge del

moto del sistema non forzato e di quello forzato
descrivendo e giustificando la differenza tra le due.

A tal fine si ritengano note: la massa e il momento di
inerzia baricentrico della slitta e dell’asta (Ms, Js e Ma, Ja
rispettivamente), la costante elastica della molla (K), la
legge di oscillazione imposta all’asta (θ =Acos(Ωt) e la
sua lunghezza (l).

Es. 2 - Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
• Scrivere le equazioni differenziali che descrivono le

vibrazioni del sistema;
• Determinare le frequenze proprie e i modi di vibrare

del sistema non smorzato;
• Indicare come è possibile determinare la legge di moto

del sistema smorzato;
A tal fine si ritengano note: la massa e il momento di
inerzia baricentrico del disco (M, J), la massa sospesa al
complesso molla-smorzatore (m) e le caratteristiche delle
molle e dello smorzatore come indicate nel disegno.

Es. 3 – Descrivere i principi di funzionamento del rotismo epicicloidale.

θ =Acos(Ωt)

2K

θ =Acos(Ωt)

K

RK
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V trasc

V rel

G

ϑ=Α Ωcos t

Compitino dell’8/6/98
Allievi Aeronautici
prof. A. Curami

Es. 1 -

Il problema è a 2 GdL, di uno è tuttavia nota la legge di moto.

Scrivo le equazioni supponendo che anche la coordinata θ sia libera, e quindi che il sistema sia a 2
g.d.l.:
Coordinate:

- θ oscillazione dell’asta
- x posizione del baricentro della slitta misurata a partire dalla posizione di molla indeformata.

Nella risoluzione si useranno anche:
xmi → lunghezza della molla indeformata
x0 → posizione del baricentro della slitta misurata da xmi all’equilibrio statico.

UTILIZZO IL METODO DI LAGRANGE
Ec = Ec asta + Ec slitta

Ec asta = 22
aa

2

a
2

a LM
4
1

J
2
1

2
L

M
2
1

J
2
1 θ





 +=





 θ+θ &&&

Ec slitta = ( ) 2
s

222
mis

2
s

2
Gs J

2
l

x)xx(M
2
1

J
2
1

vM
2
1 θ++θ+=θ+ &&&&

DOVE

( )( )

reltrasc

22

mi
2
G

      v v          

                       

xxxv

⇓⇓

+θ+= &&

Ep = Ep asta + Ep slitta + Ep molla

Ep asta =  mg 
2
L

(1- cos θ)

Ep slitta = - mgx cos θ+mgxmi (1- cos θ) xmicosθ xmi

Ep molla =  
2
l

Kx2 xcosθ

Dati:
• asta - massa (ma) (distribuita uniformemente)
          - momento di inerzia (Ja)
          - lunghezza asta (l)
• slitta - massa (Ms)
           - momento di inerzia (Js)
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Si osservi che l’espressione dell’energia potenziale della slitta, oltre che ad essere ricavata in base a
considerazioni intuitive riferite al disegno riportato a lato, può essere ottenuta da semplici
considerazioni geometriche.
Si immagini allo scopo di partire dalla condizione di equilibrio statico in cui la posizione della slitta
è individuata da xmi e quindi di dare un incremento ad entrambe le coordinate libere. La nuova
coordinata della slitta, proiettata lungo la verticale, sarà data da (xmi + x) cosθ.
Risulta ora facile calcolare l’energia potenziale della slitta che sarà data dalla differenza dei due
valori indicati, moltiplicati per la forza mg.
Lo stesso problema può essere risolto con considerazioni energetiche per le quali è possibile fare
riferimento al tema d’esame del 15 ottobre 1999.

Ec =  ( ) 2
s

2
s

22
mis

22
a

2
a J

2
l

xM
2
l

xxM
2
l

lM
8
1

J
2
l θ++θ++θ+θ &&&&&

Ep =  ( ) ( ) 2
mi Kx

2
l

cos1mgxcos mgxcos1
2
l

mg +θ−+θ−θ−

Determino ora le equazioni del moto non forzato:

( ) θ+θ++θ+θ=
θ∂

∂ &&&&
& s

2
mis

2
aa

cin JxxMlM
4
1

J
E

( ) ( )

                                                  

J  xxxM2xxMlM
4
1

J
E

dt
d

smis
2

mis
2

aa
cin θ+θ++θ++θ+θ=
θ∂

∂ &&&&&&&&&&
&

φ=
θ∂

∂ cinE

θ+θ+θ=
θ∂

∂
sinmgxsin mgxsin

2
l

mg
E

mi
pot

La prima equazione del moto libero è:

( ) φ=θ




 +++θ





 ++++⇒ sinmgxmgx

2
l

mgJxxMlM
4
1

J mismis
2

aa
&&

xM
x

E
s

cin &
&

=
∂

∂

xM
x

E
dt
d

s
cin &&
&

=
∂

∂

( ) 2
mis

c xxM
x

E
θ+=

∂
∂ &

Kxcosmg
x

E p +θ−=
∂

∂

La seconda equazione del moto libero è:
( ) φ=+θ−θ++⇒ KxcosmgxxMxM 2

miss
&&&

Calcolo la posizione di equilibrio statico:

φ=θ





 ++=

θ∂
∂

sinmgxmx
2
l

mg
E

mi
p
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Il primo fattore è sicuramente positivo, in quanto il minimo valore che x può fisicamente assumere
è –xmi; quindi l’eguaglianza a φ  implica che:

... , , , φφ 21n dove  n      sin 00 =π=θ⇒=θ

Le posizioni di equilibrio stabile corrispondono ad un minimo dell’Epot  in base alla diseguaglianza:

φ>θ=
θ∂

∂
cos

E
2

p
2

.

L’equilibrio statico sarà quindi in corrispondenza ad n =φ , 2, 4, ...

φ=+θ−=
∂

∂
Kxcos mg

x

E p

K
cos mg

x 0
0

θ
=

Nella posizione di equilibrio statico le due variabili assumono i valori:

φ=θ0

K
mg

K
cos mg

x 0
0 =

θ
=

posizione di equilibrio sempre stabile in quanto

.0K
x

E
2

p
2

>=
∂

∂

Posso ora linearizzare il sistema nell’intorno della posizione di equilibrio statico calcolata; ciò
significa ipotizzare piccoli spostamenti nell’intorno della posizione di equilibrio statico del sistema
e sviluppare in serie di Taylor le forme energetiche non lineari, arrestandone il polinomio agli
infinitesimi di secondo ordine.

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )00xx
p

2

00xx
p

2

2
0

xx
2

pot
2

2
0xxpot2

2

0
xx

pot
0

xx
potxxpotpot

xx 
x

E
2
1

xx 
x
E

2
1

         

E

2
1

xxE
x2

1E
xxE

x
  EE

0

0

0

0

0

00

0

0

0
0

00

0

−θ−θ
∂θ∂

∂
+θ−θ−

θ∂∂
∂

θ−θ
θ∂

∂
+−

∂
∂+θ−θ

θ∂
∂

+−
∂
∂+=

θ=θ
=

θ=θ
=

θ=θ
=θ=θ

=

θ=θ
=

θ=θ
=θ=θ

=

( ) ( ) ( ) ( ) x,xa
2
1

x,xa
2
1

,xa
2
1

x,xa
2
1

E
0
0

0
0

0
0

0
0 xx4

2
xx3

2
xx2

2
xx1cin &&&&&& θθ+θθ+θθ+θ=

θ=θ
=

θ=θ
=

θ=θ
=

θ=θ
=

Linearizziamo i singoli termini dell’Epot

ASTA ( )θ−=→ cos1
2
l

mgEp
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( ) ( ) ( )

( ) ( )02

p
2

0
p

pot

2

2
00000p

00

0

E
      

E
        E              

4
l

mg                 

                                                                       

...cos
4
l

mgsin
2
l

mgcos1
2
l

mgE

θ−θ
θ∂

∂
θ−θ

θ∂
∂

θ

⇓⇓⇓

+θ−θθ+θ−θθ+θ−=

θ=θθ=θ
θ=θ

                          φ                        φ

( )

21 pp

mip

*E*              E*                              

                                                                              

cos1mgxcos mgxESLITTA

⇓⇓

θ−+θ−=→

( ) ( ) ( ) =θ−θθ++θ−θθ+−θ−θ−= 2
0000000000p cosmgx

2
1

//sinmgxxxcos mgcosmgx E 
1

    ( ) =θ+++−−−= 2
000 mgx

2
1

////xx mgmgx  

    2
0mgx

2
1

mgx  θ+−=

( ) ( ) ( ) =θ−θθ+θ−θθ+θ−= 2
00mi00mi0mip cos

2
1

mgxsinmgxcos1mgxE
2

   2
mimgx

2
1

                    //                /                  /              θ=

per cui:

SLITTA 2
mi

2
0p mgx

2
1

mgx
2
1

mgxE θ+θ+−=

Globalmente l’energia potenziale approssimata nell’ipotesi di piccoli spostamenti sarà data da:

2
mi

2
0

22
p mgx

2
1

mgx
2
1

mgxKx
2
1

4
l

mgE θ+θ+−+θ=

'KxmgKx
x

E p =−=
∂

∂

)'xx    ,'xx   ,'x
K
mg

   x,'xxx(
....

0 ==+=+= &&

θ+θ+θ=
θ∂

∂
mi0

p mgxmgx
2
l

mg
E

Linearizzo nell’intorno della posizione di equilibrio l’unico termine non lineare dell’Ecin :

( )

( ) 22
0mis

2
miscin

xxM
2
l

       

xxM
2
l

E

θ+=

=θ+=

&

&
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0miGs
2
Gs

2
aa

cin xx     xJxMlM
4
1

J
E

+=θ+θ+θ+θ=
θ∂

∂ &&&&
&

θ+θ+θ+θ=
θ∂

∂ &&&&&&&&
& s

2
Gs

2
aa

cin JxMlM
4
1

J
E

dt
d

φ=
θ∂

∂ cinE

φ=θ




 ++θ





 +++⇒ GsGs

2
aa mgx

2
l

mg JxMlM
4
1

J &&

xM
x

E
s

cin &
&

=
∂

∂

xM
x

E
dt
d

s
cin &&
&

=
∂

∂

φ=
∂

∂
x

E cin

0

..

s x-x  x'          'Kx'xM ==+⇒ φ

In forma matriciale:

φ=




θ











++




θ












+++
x

mgx
2
l

mg0

0Kx
JxMlM

4
1

J0

0M

GsGs
2

aa

s

&&
&&

φ=




θ



+




θ







 x
k0
0Kx

J0
0M

**
s

&&
&&

[ ][ ] [ ][ ] 0ZKZM =+&&

Annullo il determinante di:

[ ]KM 2 −ω

*2*

2
s

KJ0
0KM
−ω

−ω =

( ) φ=+ω+−ω=+ω−ω−ω= *2**
s

4*
s

*22*
s

4*
s KkKJkMJMKkJKkMJM

( )
*

s

**
s

2**
s

**
s2

2,1 JM2

KkJM4kJkMKJkM −+±+
=ω

Le matrici [M] e [K] sono entrambe definite positive per cui l’integrale generale

[ ] [ ] [ ] [ ] tit eZZ diventa  eZZ ωλ == .
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2K

X

Z

y=A cos ( t)Ω

2K

X

Z

y=A cos ( t)Ω
ES. 2

Le tre coordinate che scegliamo di utilizzare sono tutte assolute, a partire dalla posizione di
equilibrio statico del sistema; osservando che gli spostamenti dei baricentri sono lineari nelle
coordinate libere del sistema, questa scelta consente di non considerare il contributo del peso nella
scrittura dell’energia potenziale del sistema.

→ y spostamento verticale del vincolo
→ x spostamento verticale del baricentro del disco
→ z spostamento verticale del baricentro della massa m

Convenzioni
    + spostamenti, velocità, accelerazioni, forze

    + rotazioni, velocità, accelerazioni angolari, coppie

Utilizzo il metodo di Lagrange

Ec = Ec disco + Ec massa = Ec disco trasl + Ec disco rot + Ec massa trasl  = 222 zm
2
1

J
2
1

xM
2
1

&&& +θ+

Dove:





 −=θ−=θ

R
y

R
x

      
R
y

R
x &&&

Calcoliamo l’energia potenziale:

Ep = Epot molla inf. + Epot molla sup. = ( ) ( )( )222
22

2
11 yx2K2

2
1

xzK
2
1

lK
2
1

lK
2
1 −+−=∆+∆

Dove:
[ ]yx2l      xzl 21 −=∆−=∆

Ora determiniamo le equazioni del moto:

( ) 22
2

22

2
2

c zm
2
1

y
R
J

2
1

x
R
J

M
2
1

zm
2
1

yx
R
J

2
1

xM
2
1

E &&&&&&& +−




 +=+−+=

Dati:
• disco M, J
• massa m
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( )yx
R
J

xM
x

E
2

c &&&
&

−+=
∂
∂

( )yx
R
J

xM
x
E

dt
d

2
c &&&&&&

&
−+=

∂
∂

zm
z

E c &
&

=
∂

∂

zm
z

E
dt
d c &&

&
=

∂
∂

( ) ( )( ) =−+−= 22
p yx2K2

2
1

xzK
2
1

E

( ) ( ) Ky4KzKx9Ky4Kx8KxKzyx2K4xzK
x

E p −−=−++−=−+−−=
∂

∂

( )xzK
z

Ep −=
∂
∂

Le equazioni differenziali sono:

Ky4y
R
J

KzKx9x
R
J

M
2

2
2

+=−+




 + &&&&

( ) φ=−+ xzKzm &&

( )tcosA  
K4

R
Jx

z
K9K
KK

x
z

R
J

M0

0m

22

Ω












+Ω−=










−

−+
















+ 2

φ

&&
&&

Le frequenze proprie e i modi di vibrare si ricavano banalmente come autovalori ed autovettori del
sistema libero (cioè del sistema di equazioni omogeneo associato). Volendo considerare il
contributo dello smorzamento, occorre introdurre la funzione dissipativa, data da:

( )22
1 xzr

2
1

lr
2
1

D &&& −=∆=

da cui:

( )xzr
x
D

&&
&

−−=
∂
∂

( )xzr
z
D

&&
&

−=
∂
∂

L’equazione matriciale completa sarà:

tcosA  
K4

R
J

x

z

K9K

KK

x

z

rr

rr

x

z

R
J

M0

0m

22

Ω












+Ω−=















−

−
+
















−

−
+




















+ 2

φ

&

&

&&

&&
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Meccanica Applicata alle Macchine – Allievi Aerospaziali

prof. A. Curami - Appello del 17/6/98

1, Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:
• la velocità e l'accelerazione dell'asta O1B
• la forza necessaria applicata nel cilindro
• le reazioni in O1
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
• il sistema operi in un piano verticale
• la geometria sia completamente nota
• la velocità v del pistone rispetto al cilindro sia costante così come la velocità angolare dell'asta

O1C
• la massa m dell'elemento ABC è concentrata in G e JG sia il momento d'inerzia
• gli attriti siano trascurabili
• la coppia resistente Mr applicata sull'asta O1B

2, Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
• scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema
• determinare le frequenze proprie del sistema
• calcolare la reazione in D
A tale fine si ritengono note: la massa M del carrello, la massa m e il momento d'inerzia J del
disco, le costanti della molla K e dello smorzatore c. Si trascuri l'attrito tra slitta e piano.

3, Descrivere analiticamente il funzionamento di un rotismo ad epicicloidale con riferimento al
differenziale di un autoveicolo.

K

z=A cos tΩ

O D

r

R
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ANALISI DEL SISTEMA

Punto Traiettoria Velocità ass. Accel. ass.
O
A
C
B
G
O1

Punto a terra
Circonferenza attorno ad O

?
Circonferenza attorno O1

?
Punto a terra

-
?
?
?
?
-

-
?
?
?
?
-

Determino la velocità assoluta del punto C scomponendola nelle componenti di trascinamento e
relative rispetto ad una terna mobile rotante attorno all’origine centrata in O1 e solidale con l’asta
O1C.
Ne risulta:

VC = VC Tras. + Vrel .

( )PC?ACB =ω ( ) CO? 1C01
=ω V

⊥PC ⊥O1C //O1C

Si noti che la direzione della velocità assoluta del punto C è stata stabilita utilizzando il metodo del
centro di istantanea rotazione. Infatti ACB è un corpo rigido, il cui c.i.r. (P) può essere determinato
tracciando le normali alle traiettorie di due punti appartenenti allo stesso corpo rigido; nell’esercizio
si sono utilizzate le traiettorie assolute dei punti A e B, entrambe note.

BC
a CBG

BC =ω&

A

O

C

G

B

O1v

Mr

P

ωBC

ωC ?

ωB

ωBC .

ESERCIZIO DEL 17/6/98
ALLIEVI AERONAUTICI
PROF. A. CURAMI
ES. 1 DATI: - V del cilindro piatore  

-    Del cilindro = ?
-    del cilindro = 

A

O

C

O1

P

VC
re lVC

tra

VC
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Per il calcolo della velocità assoluta di B utilizzo una terna traslante di moto circolare attorno ad O1
con l’origine solidale a B:

VC = VB + VCB

modulo VC ( ) BO? 1B =ω ( )BC?BC =ω
direzione ⊥PC ⊥O1B ⊥BC

Utilizzando la stessa terna precedente introdotta determino la velocità assoluta di G:

VG = VB + VGB

modulo ? VB GBBC ⋅ω
direzione ? ⊥O1B ⊥GB

Osserviamo che, in alternativa al metodo dei metodi dei moti relativi, era possibile calcolare le
velocità assolute di B e C direttamente, ricordando che P è il centro di istantanea rotazione del
corpo rigido ACB, la cui velocità angolare ωBC è nota.

Per il calcolo dell’accelerazione di C, conviene considerare una terna rotante con origine in O1

solidale con l’attuatore O1C:

aC
= T

cta + T
cna + Rel

ca +
cora

modulo ? 0 CO1
2

CO1
ω 0

relCO V2
1

⋅ω
direzione ? - // O1C - ⊥ relV

VCB

VC

VB

A

O

C

P

VB

VG

VGB
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Osserviamo che la T
cta  è nulla in quanto la velocità angolare CO1

ω  è per ipotesi costante, quindi

ω& O1C = 0. Tutto ciò deriva dai dati del problema; in realtà si richiama l’attenzione sul fatto che il
meccanismo proposto presenta un solo grado di libertà, dunque, assegnata la velocità di
allungamento dell’attuatore, tutta la cinematica del problema risulta determinata. L’ulteriore dato
ω& O1C = 0 (che semplifica di molto il problema) è compatibile con la cinematica del meccanismo
soltanto in un istante ben preciso: in generale, infatti, nel moto in grande del meccanismo
l’accelerazione angolare dell’attuatore non è nulla

Per il calcolo dell’accelerazione assoluta di B utilizzo una terna traslante di moto circolare attorno
ad O1 con origine solidale a B.

aC = Bna +
Bta +

CBna +
CBta

modulo aC BO1
2
Bω ( ) BO? 1B =ω& BC2

BCω ( )BC?BC =ω&
direzione nota //O1B ⊥  O1B //BC ⊥BC

Per cui:

BC

a CBt
BC =ω&

Utilizzando la stessa terna precedente introdotta determino le accelerazioni assolute di G:

aG =
nBa  Bta +

GBna GBta
modulo ?

n Ba  tBa GB2
BCω GBBCω&

direzione ? //O1B ⊥O1B //GB ⊥GB

                    
BC
acbt

BC =ω&

aC aCor

aT
cn

A

O

C

aC

aBn

aCBt

aCBn

aBt

B
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O

C

aG

aGBn

aBn

aGBt

aBt

B

O1

Utilizzo un bilancio di potenze non essendoci per ipotesi degli attriti dissipativi nel sistema:
0=+− iRm WWW

VFWm ⋅=
gmVMW GBrr ×−ω×−=

GGBCBC
c

i VamJ
dt

dE
W ×−ω×ω−=−= &

Sommando e risolvendo rispetto ad F, si ottiene:

( )GGBCBCGBr VamJgmVM
V
1

F
t

⋅−ω⋅ω−×+ω=⇒ &

Determinazione delle reazioni in O1 :

0M sistema 
0 =∑ 0)XY(OOMJ)ag(mOG 11 OO1rBCG =+∧++ω−−∧ &

0M BO
0

1 =∑ 0M)YXF(BO rOO1 11 =+++∧

Si tratta di un sistema di due equazioni in due incognite, che può quindi essere risolto.

.

O O1V

Mr

ωBC

ωB

F

mg
aG

mag

β
Jω BC VG

Determinazione della forza
applicata nel cilindro:

Xo1

Yo1

My

F

B
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Esercizio del 17/6/98

Allievi Aeronautici

prof. A. Curami

Es. 2

Dati:
• Carrello M. R.
• Disco m.J, r

l= R-r

θ−=ϕ
r

rR

Il problema si presenta a tre gradi di libertà:
Le coordinate:
x = spostamento assoluto del carrello misurata in condizioni statiche a partire dalla condizione di
carrello indeformato.
θ = rotazione del centro del disco rispetto a P
z = spostamento del vincolo.

L’energia cinetica:

( ) 22
d

2
d

2
c J

2
1

myx
2
1

xM
2
1

E ϕ+++= &&&&

θ⋅θ+=θ+= &&& cos lxx      sin lxx dd

( ) θ⋅θ=θ= && sin ly      cos-1 ly dd

( )

( ) 2'J
2
1

cosxlm2xmM
2
1

2
2

r
rR

J2ml
2
1

cosxlm2xmM
2
1

cE

θ+θθ++=

=θ
















 −++θθ++=

&&&&

&&&&

L’energia potenziale:

z=A cos tΩ

K

O D

χ=0

χ
θ

γ

l

M

X = 0

yd

xd
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( ) ( )θ−−= + cos1mglzxK
2
1

E 2
p

e per lo smorzatore:
2xc

2
1

D &=

Determino ora le equazioni del moto non forzato (z = 0).

=
∂
∂

x

E

dt
d c

&
( ) 





 θθ+θθ−++ cossin2lmxmM &&&&

 xc
x
D

      0
x
E c &

&
=

∂
∂=

∂
∂

 Kx
x

Ep =
∂

∂

⇒ ( ) 0Kxxccossin2lmxmM =++




 θθ+θθ−++ &&&&&

=
θ∂

∂
&

cE
dt
d ( ) θ+θθ−θ &&&&&& 'Jsinxcosxlm

0
D

    ;sin lm x
E c =

θ∂
∂θθ−=

θ∂
∂ &&

θ=
θ∂

∂
sin mgl

Ep

⇒ ( ) 0sinmglsin lm x'Jsinxcosxlm =θ⋅+θθ+θ+θθ−θ &&&&&&&&

Calcolo della posizione di equilibrio statico

* stabile. 0K
x

E
    ;0x      0Kx

x

E
2

p
2

p →>=
∂

∂
=⇒==

∂
∂

* 0,mgl   ;0sin mgl
Ep ≠=θ=
θ∂

∂

allora: ... 2, 1, 0,n dove   n       0sin =π=θ⇒=θ

con equilibrio stabile per n = 0, 2, 4, ... 0
E

2

p >
θ∂

∂
; nella posizione di equilibrio statico le due

variabili assumono i valori

.0x   ; 0 00 ==θ

Linearizzazione del sistema nell’intorno della posizione di equilibrio statico calcolata:

( ) ( ) ... qq
q

E

2
1

qq
q

E
EE 2

0

qq

2

p
2

0

qq

p

qqpp

00

0

+−
∂

∂
+−

∂
∂

+=
==

=
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( ) ( ) ... )q( a q a   ;q q a
2
1

E
0qq

2
c +==

=
&  .

Linearizzazione dell’Ep .

( ) ( ) ( ) ( )

( ) . mgl
2
1

zxK
2
1

      

cos mgl
2
1

sin mglcos1mglzxK
2
1

E

22

00000
2

p

θ+−=

=θ−θθ+θ−θθ+θ−+−=

Linearizzazione dell’Ec (solo per il termine non lineare).

lm x     

cos lm xE 0
*
c

θ=

θθ=
&&

&&

Allora:
2222

c J
2
1

l m
2
1

lm xx)mM(
2
1

E ϕ+θ+θ++= &&&&&  ;

Applicazione della formula di Lagrange

( ) lm xmM
x

E
dt
d c θ++=

∂
∂ &&&&

&

 xc
x
D

      0
x
E c &

&
=

∂
∂=

∂
∂

( )  Kzx
x

Ep ⋅−=
∂

∂

⇒ ( ) KzKxxclmxmM =++θ++ &&&&&

( )θθ
θ

&&&&&&
&

*2 Jmlxlm
E

dE
d c ++=

∂
∂

0
D

    ; 0
E c =

θ∂
∂=

θ∂
∂

&

θ=
θ∂

∂
 mgl

Ep

⇒ ( ) 0 mglJml x lm *2 =θ+θ++ &&&&

Le equazioni differenziali:





 ⋅=




θ



+




θ



+




θ





+
+

0
zKx

mgl0
0Kx

00
0cx

Jmllm
lmmM

*2 &
&

&&
&&

oppure
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ]Fx Kx cx M =++ &&&

Si tratta di un sistema lineare di due equazioni nelle due incognite x(t) e θ(t). La generica soluzione
sarà la somma dell’integrale generale [Z0] eλt (con [Z0] determinabile in base alle condizioni
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iniziali; λ = – α + iω, con ω frequenza propria del sistema smorzato e α > 0 smorzamento del
sistema) e dell’integrale particolare che sarà del tipo [Zp] eiΩt, con Ω pulsazione della forzante.
Le frequenze proprie del sistema non smorzato si trovano considerando il sistema libero ([F]=0) e
ponendo nullo lo smorzamento ([c]=0); in tal caso la soluzione sarà armonica pura, cioè del tipo
[Z0] eiωt; sostituendo, per avere soluzioni non banali, deve essere:

[ ] [ ]( ) 0  MK  2 =ω− .

Sviluppando abbiamo 21
2
2

2
1  ,  .  , ω±ω±ωω  sono frequenze proprie. Con  ex  e exx t

2
t

1
λλ =θ=  si

ha

[ ] [ ] [ ]( ) 0x KCM2 =




θ+λ+λ

in cui λi sono numeri reali o complessi che corrispondono alle frequenze proprie del sistema
smorzato.

Adesso consideriamo il sistema forzato smorzato. Come già detto, l’integrale generale, dipendente
dalle condizioni iniziali, segue una legge sinusoidale smorzata da un’esponenziale negativa; il suo
contributo tende quindi a 0 per t tendente all’infinito. Si può quindi dire che, a regime, il moto del
sistema è indipendente dalle condizioni iniziali, e dipende dalla sola forzante; la soluzione a regime
è cioè del tipo [Zp] eiΩt, con Ω pulsazione della forzante. Si ha:

( )
( ) [ ] 








=








Ω+−Ω−

Ω−Ω+Ω+−
0

KA
Z 

Jmlmgllm

lmcimMK
p2*22

22

da cui:

[Zp] = [A(Ω)]–1 [F0]

Osserviamo che la matrice A, in presenza di smorzamento, non è mai singolare, dunque sempre
invertibile, per ogni valore di Ω. Nota a questo punto la legge [Z(t)], si ha anche x = x0 eiΩt, da cui:

RD = c x& = c x0 i eiΩt
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Meccanica Applicata alle Macchine – Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello del 1 luglio 1998

Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la  configurazione rappresentata:
• la velocità e l'accelerazione assolute del centro del disco
• la forza agente sul pistone
• le reazioni nel punto B
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
a) la manovella OA ruoti in verso orario con velocità angolare ω nota e costante;
b) il sistema operi in un piano verticale;
c) la geometria sia completamente nota;
d) il disco abbia massa Md, momento di inerzia baricentrico Jd e le masse distribuite in modo
uniforme;
e) tutti gli elementi ad esclusione del disco abbiano massa trascurabile;
f) gli attriti siano trascurabili.

A

O1

C
B

O
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Meccanica Applicata alle Macchine 01/07/98
prof. A. Curami

Es. 1
DATI:
• ω - costante
• le aste (compreso il cilindro) senza

masse, il disco rotola senza strisciare
• il disco ha massa Md e momento

baricentrico Jd.

Analisi del sistema

Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocità assoluta Accelerazione assoluta
O1 Punto a terra Nulla Nulla
A Circonferenza centrata in O1 AO1Λωr n AO1

2 r⋅ω
B Punto a terra Nulla Nulla
C ? ? ?
O Parallelo al a terreno ? ?

La velocità e l’accelerazione del disco si ricavano propagando la legge del moto assoluto di A
(nota) fino ad O tenendo nel debito conto i vincoli cinematici del sistema.
Procedendo a ritroso nella risoluzione del problema si può dire che:
- la velocità e l’accelerazione angolare del disco sono ricavabili nota che sia la cinematica

assoluta di O;
- tale cinematica è ricavabile dalla velocità e dall’accelerazione angolare dell’asta BC imponendo

ad O una traiettoria orizzontale;
- la velocità e l’accelerazione angolare dell’asta BC sono ricavabili dalla cinematica di A (nota)
imponendo la rotazione dell’asta attorno a B.

Calcolo delle velocità

Con una terna rotante solidale con BC con origine in B, ricavo la velocità angolare dell’asta CB:

 VA
=

AtrascV +
ArelV

AO1ω ? ?

D ⊥O1A ⊥AB //AB

A
ω
O1

C
B

O

V ?

ε1

ω  1 ?

ω d

V

A

O1

C
B

VA
t

VA

VA
rel
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AB

VAtrasc
B =ω ; antiorario

Con la stessa terna troviamo d0  e V ω

V
0

= V
0trasc + V

0rel

M ? OB⋅ωB ?
D ORIZ. ⊥OB //OB

R
V0

d =ω

  

Calcolo delle accelerazioni

Utilizzando la stessa terna precedentemente introdotta posso esprimere l’accelerazione assoluta di A
come:

a
ass = A

n trasc + A
t  trasc + A

rel + a
cor

.

 M AO 1
2ω BA2

Bω ? ?
relBV2 ω

D A//01   //AB AB⊥  //AB rel
AB V

rr Λω⊥

AB
a T

At
B =ω&

Con la stessa terna ricavo le accelerazioni a carico di O:

O

Vrel

Vo

Vo
t

A

O1
C

B
aco r

aA
rel

aA aT
An

aT
At
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a
ass

 = a
n trasc

A
t  trasc

a
rel

A
cor

M ?      B0 2
Bω B0 B ⋅ω&  ?    'V2  1ω

D ORIZ. //0B ⊥OB //OB ⊥V oppure in
DIR. ( )?1 ∧ω

R
a 0

d =ω&

Determiniamo la forza F.

Non essendoci per ipotesi nel sistema attriti dissipativi è possibile utilizzare il teorema delle
potenze:

/dtdEWWW cinprm =−−

Essendo nulli gli attriti nel sistema, ad eccezione di quello volvente, comunque modellabile, si avrà:

/dtdEWW cinrm =−

Determiniamo il valore assunto dai singoli termini:

l
Am VFw Re⋅=

0vr VNfw ⋅⋅−=   (N si ricaverà tramite eq. din.)

discodiscodooi
cin Jvamw

dt
dE ωω rr

&
rr ×+×=−=  

( )discodiscodvl
A

JvmaVNf
V

F ωω&++⋅⋅= 000Re

1

B

O

acor

aT
ot

aT
on

aO

rel

aO
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A
C

O

B

Rx

Ry

T

mg
mao

T'

O

u
NH

F

ao

Jd dε
α

Le reazioni in B

0M 0A
A =≡

   ;0T0ARABRAB yc =∧+∧+∧

0M 0A,0
01

=≡

   ;0T00RB0 1y1 =∧+∧

0M DISCO
H =≡

   0uNJRma'T0H da0 =⋅−−⋅−∧ ε

0Y DISCO =≡
   ;0mgNcos'T =−+α
   N ,T R ,R yx     sono incognite.
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Tema d’esame del 01/07/98
Allievi Aeronautici
prof. A. Curami

Es. Vibrazioni

                                   DATI:
                                  asta 1 e 2: ma, Ja, massa omogenea

                                    disco 1 e 2: md, Jd, massa omogenea
                                   lunghezza asta L
                                 distanza tra le cerniere a

                              L = 2l
                              lunghezza molla indeformata a

Il sistema è a due gradi di libertà.
Assumo come coordinate

θ1 → oscillazione asta 1, positiva in verso antiorario, nulla con pendolo verticale
θ2 → oscillazione asta 2, positiva in verso antiorario, nulla con pendolo verticale

Utilizzo il metodo di Lagrange:

Ec = Ec asta 1 + Ec disco 1 + Ec asta 2 +Ec disco 2

Ec asta 1 = ( ) 2
1a

2
a

2
1a

2
1

2
a

2
1a

2
Ga  Jlm

2
1

J
2
1

lm
2
1

J
2
1

vm
2
1

1
θ+=θ+θ=θ+ &&&&

Ec asta 2 = ( ) 2
2a

2
a  Jlm

2
1

θ+ &

Ponendo

a
2

aa Jlm'J +=

si ha:

Ecin asta 1 = 2
1a'J

2
1 θ&

Ecin asta 2 = 2
2a'J

2
1 θ&

Ec disco 1 = Ec trasl + Ec rot =

( ) 2
1d

2
d

2
1d

2
1

2
d

2
1d

2

1d J
2
1

lm2J
2
1

lm2J
2
1

l2m
2
1

θ




 +=θ+θ=θ+θ &&&&&

Ec disco 2 = Ec trasl + Ec rot = 2
2d

2
d J

2
1

lm2 θ




 + &

Ponendo

d
2

dd Jlm4'J +=



Soluzione del tema d’esame del 01/07/1998 – A. Curami, R. Sala                        7

si ha:

Ec disco 1 = 2
1d'J

2
1 θ&

Ec disco 2 = 2
2d'J

2
1 θ&

In totale

 2
2

*2
1

*2
2d

2
1d

2
2a

2
1a J

2
1

J
2
1

'J
2
1

'J
2
1

'J
2
1

'J
2
1

θ+θ=θ+θ+θ+θ &&&&&&

dove:

d
2

da
2

ada
* Jlm4Jlm'J'JJ +++=+=

Ep = Ep asta 1 + Ep disco 1 + Ep asta 2 + Ec disco 2 + Ep molla

Ep asta 1  = ( )1a cos1glm θ−
Ep disco 1  = ( )1d cos1glm2 θ−
Ep asta 2  = ( )2a cos1glm θ−
Ep disco 2  = ( )2d cos1glm2 θ−

Ep molla  = ( )2
21

2
molla sinsinKl

2
1

l K
2
1

θ−θ=∆

La relazione sopra introdotta vale nell’ipotesi di trascurare le deformazioni della molla dovute alla
componente di spostamento normale al suo asse.
Le equazioni differenziali che descrivono il moto del sistema saranno:

1
*

1

c
1

*

1

c J
E

dt
d

               J
E θ=

θ∂
∂θ=

θ∂
∂ &&

&
&

&

2
*

1

c
2

*

2

c J
E

dt
d

               J
E θ=

θ∂
∂θ=

θ∂
∂ &&

&
&

&

φ=θ∂
∂

1

cE

φ=θ∂
∂

2

cE

( )sinsincosKlsin l gmsin l gm
E

211
2

1d1a
1

p θ−θθ+θ+θ=θ∂
∂

2

( )212
2

2d2a
2

p sinsincosKlsin l gmsin l gm
E

θ−θθ+θ+θ=θ∂
∂

2

Le equazioni differenziali risultanti saranno:
( )
( )




=θ−θθ+θ+θ+θ
=θ−θθ+θ+θ+θ

φ
φ

211
2

2d2a2
*

211
2

1d1a1
*

sinsincosKlsin l gmsin l gmJ
sinsincosKlsin l gmsin l gmJ

2
2

&&

&&

Per potere linearizzare il sistema nell’intorno della posizione di equilibrio statico la devo
determinare:



Soluzione del tema d’esame del 01/07/1998 – A. Curami, R. Sala                        8













ππ=θ=
θ∂

∂
⇒

ππ=θ=
θ∂

∂

... 4,2,
E

... 4,2,
E

e

e

2
2

p

1
1

p

  φφ

   φφ

Si noti che le coppie di soluzioni:







π=θ
=

π=θ

n

... ,5 ,3 ,1n

n

2

1

sono state scartate in quanto corrispondenti a posizioni di equilibrio instabile:

φφ >
θ∂

∂
>

θ∂

∂
2
2

p
2

2
1

p
2 E

                       
E

Nel problema proposto la linearizzazione riguarderà solo l’Epotenziale:

Consideriamo i singoli termini:

( )

( ) ( ) ( )

2
1a

2
1

2
1e1ea1e1ea1ea

1a

 l gm
2
1

               

 l mg
2
1

                            

                                                                                       

cos l gm
2
1

sin l gmcos-1l gm              

cos-1l gm

θ=

=θ=

⇓⇓⇓

=θ−θθ+θ−θθ+θ=

=θ=

                               φ                      φ

1 astapot E

2
2a  l gm

2
1 θ=2 astapot E

( )

( ) ( ) ( )

2
1d

2
1

2
1e1ed1e1ed1ed

1ed 

 l gm               

 l mg                            

                                                                                       

cos l gm2
2
1

sin l gm2cos-1l gm              

cos-1l gm2

θ=

=θ=

⇓⇓⇓

=θ−θθ+θ−θθ+θ=

=θ=

                               φ                      φ

1 discopotE

2
2d  l gm θ=2 discopot E
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( )

( ) ( ) ( ) (

( )( )202101

2
112

2

2
122

2
2

202

2
1

2
2

22

101

2
1

2
1

2

2
2

1
1

21
2

 

     sec                                   

                                                     

2/2/ 

sin-sinl 
2
1

2
12

1
2
1

θθθθ
θθ

                 φ                     φφ

θθ
θθ

θ
θθ

θ
θ

θ
θ

θ

θθ

φ
φ

φ
φ

φ
φ

φ
φ

φθ
φθφθ

φθ
φθ
φθ

−−
∂∂

∂
++

⇓⇓⇓

∂∂

∂
+−

∂

∂
+








−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂−=

==

=
=

=
=

=
=

=
=

=
==

=
=
=

m

mmmm

mm

p

pppp

pp

E
nullenonondederivate

EEEE
EE

mmollapotE

( )

( )

( )

( )21
2
2

2
1

2

21
22

2
22

1
2

22121

2
2

22212

2
1

11211
2

2Kl
2
1

KlKl
2
1

Kl
2
1

coscoscoscos              

2
coscos2)sinsin(sin2              

2
coscos2)sinsin(cos2Kl

2
1

2
1

2
1

2
1

θθ−θ−θ=

=θθ−θ−θ=

=
θ⋅θθθ−θθ−+

+
θ

θθ−θ−θθ+





+θθθ+θ−θθ−=

=θ
=θ

=θ
=θ

=θ
=θ

φ
φ

φ
φ

φ
φ

Quindi l’energia potenziale linearizzata sarà:

( )21
2
2

2
1

22
2

2
1

2
2

2
1 2

2
1

2
1

2
1 θθθθθθθθ −−++++= KlglmglmglmglmE ddaap

e, di conseguenza:

2
2

1
2

1d1a
1

p KlKlglm2glm
E

 θ−θ+θ+θ=θ∂
∂

1
2

2
2

2d2a
2

p KlKlglm2glm
E

θ−θ+θ+θ=θ∂
∂

per cui le equazioni linearizzate saranno:
( )
( )




=θ−θ+++θ
=θ−θ+++θ

φ
φ

1
2

2
2

da2
*

2
2

1
2

da1
*

KlKll gml gmJ
KlKll gml gmJ

2
2

&&

&&

In forma matriciale si avrà
2

dg
* Kll gml gmK ++= 2

φ
φ

φ =




θ
θ






−

−+







θ
θ







2

1
*2

2*

2

1
*

*

K   Kl
KlK  

J
J

&&

&&

in cui le matrici di inerzia e di elasticità sono entrambe definite positive.

Posso quindi determinare le frequenze proprie del sistema annullando il determinante della matrice:
[ ]KM 2 −ω

La soluzione, fornita dall’integrale generale,
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[ ] [ ] teZZ λ=

in virtù del fatto che [ ] [ ]Ke M  sono definite positive sarà del tipo

[ ] [ ] tieZZ ω= .
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Meccanica Applicata alle Macchine - Allievi Aerospaziali
Prof. A. Curami - Appello del 15/7/98

1, Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la configurazione rappresentata:
• la velocità e l'accelerazione del glifo
• la coppia necessaria applicata sulla manovella OA
• le reazioni in O1.
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
• il sistema operi in un piano verticale
• la geometria sia completamente nota
• la velocità angolare ω della manovella sia nota e costante
• la massa m e il momento d'inerzia J dell'asta O1G siano noti
• gli artriti siano trascurabili
• la forza resistenza F applicata in B sia nota ed agente in orizzontale

2, Dato il sistema sotto raffigurato operante nel piano verticale si sviluppino i seguenti temi:
• scrivere le equazioni differenziali che descrivono le vibrazioni del sistema
• determinare le frequenze proprie del sistema
• indicare la procedura per determinare la legge del movimento
A tale fine si ritengono note: la massa m e il momento d'inerzia J dell'asta AB, la rigidezza della
molla K e la lunghezza L della molla indeformata.  Si trascuri la massa dell'asta OA.

3, Analizzare il movimento di un ascensore durante il moto retrogrado.

O

F

A

G    m,J
ω
O

B

C

1

O

K,  L

A

2L

B

L
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Es. 1
Dati:

ω - costante
m. J.
F.

Analisi del sistema

Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocità Accelerazione
O
A
B
C
O1

Punto a terra
Circ. centrata in O

parallela a terra
?

Punto a terra

nulla

OA∧ω
r

?
?

nulla

nulla
nOA2 r

ω
?
?

nulla

Calcolo delle velocità:

La velocità di A:
OAVA ⋅ω=

La direzione è perpendicolare ad OA

Con una terna traslante in A:

VB = VA + VBA

Modulo ? AO⋅ω ( )AB?Aω

direzione orizz. ⊥AO ⊥AB

       .antiorario ;
AB

VBA
A =ω

Sempre con terna traslante in A:

VC = VA + VCA

modulo ? AO⋅ω ACBA ⋅ω

direzione ? ⊥AO ⊥AC

O

F

A

G    m,J
ω
O

B

C

1

VB

VBA
VA
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- Terna rotante solidale con O1C con origine in O1.

VC = VTRAS + Vrel

modulo NOTO ( ) CO? 101
ω ?

direzione NOTA ⊥O1C //O1C

;GOV;
CO

V
11 01G      

1

.tr
0 ω⋅==ω

Calcolo delle accelerazioni:
Sempre con una terna traslante in A:

aB = aA + n
BAa + t

BAa
modulo ? AO2 ⋅ω AB2

A ⋅ω ( )AB?A =ω&
direzione orizz. //AO //AB ⊥AB

BA

a t
BA

A =ω& , antiorario

ac = aA + n
CAa + t

CAa
modulo ? AO2 ⋅ω AC2

A ⋅ω ACA ⋅ω&
direzione ? //AO //AC ⊥AC

VC

VCA

VA

VC

Vrel

Vct

O

A

B

aA

aBA

aB

aBA
t

n
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Con la terna rotante centrata in O1:

aC = n
tra + t

tra +
rela +

cor.a

modulo NOTA COù 1
2

CO1
⋅ CO?ù 1CO1

⋅= 




& ?

relCO V2ù
1

⋅

direzione NOTA //O1C ⊥O1C //O1C ⊥O1C

CO

a

1

t
tr c

01

r
& =ω

Per cui g101
2
0G t GOn GOa

11

r
&

rr
ω+ω=

- Bilancio di potenze

wm – wr + wi = 0
ω⋅= mm Cw

( ) ( )BGBGR FVcosmgVVFVgmw −α−=×+×−=
rvrr

GG00GG00
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- Le reazioni in O1

   ∑ M0 = 0 ⇒ trovo N
   ∑ X = 0
   ∑ Y = 0

Tre equazioni per ricavare N, Rx, Ry.

Ry
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n

N

O
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arel
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Tema d’esame del 15/7 – Soluzione esercizio di dinamica

Dati del problema:
• Asta OA massa e momento di inerzia trascurabile

Lunghezza L
• Asta AB massa m e momento di inerzia baricentrico J

Lunghezza 2L
Baricentro a distanza L da A

• Molla lunghezza della molla indeformata L
Rigidezza K

Il sistema si presenta a due gradi di libertà; come coordinate libere assumiamo:

θθ - rotazione asta OA attorno ad O, positiva in verso antiorario, a partire dalla posizione orizzontale
ϕϕ  - rotazione asta AB attorno ad A, positiva in verso antiorario, a partire dalla posizione verticale

ed inoltre definiamo il sistema di riferimento XY con l’origine coincidente con il punto di incastro
della molla, con gli assi diretti come in figura. In tale sistema di riferimento il punto O avrà ascissa
a e ordinata b. Si sottolinea che entrambe le coordinate libere sono assolute.

Utilizziamo per la risoluzione il metodo di Lagrange:

Calcolo dell’energia cinetica:

L’energia cinetica del sistema coincide con quella dell’asta AB in quanto è l’unico elemento dotato
di massa e di momento di inerzia.
Per comodità calcolo l’energia cinetica totale come somma di quella dovuta alla traslazione del
baricentro e di quella dovuta alla rotazione dell’asta:

Energia cinetica traslatoria:

2
 traslcin V m

2
1

E = V = velocità del baricentro dell’asta AB

yVxVV 222 +=

O

K,  L

A

2L

B

L

Y

X H
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Entrambe le componenti della velocità sono la somma di due contributi dovuti alle singole
coordinate libere. Consideriamo inizialmente il contributo dovuto all’asta OA:

XA  = a – Lcosϑ
YA  = b – Lsenϑ

Tale contributo esprime in pratica le coordinate del punto A. Si tratta ora di mettere in conto il
contributo della rotazione dell’asta AB:

XG = XA + Lsenϕ  =  a – Lcosϑ – Lsenϕ
YG = YA + L – Lcosϕ  = b – Lsenϑ + Lcosϕ

La velocità si ottiene per derivazione:

VGX = L senϑ ϑ& + L cosϕ ϕ&
VGY = – L cosϑ ϑ& – L senϕ ϕ&

Da cui:

V2 = VGX
 2 + VGY

 2  = L2 [ϑ& 2 + ϕ& 2 + 2ϑ& ϕ& sin(ϕ–ϑ)]

per cui l’energia cinetica traslatoria sarà data da:

Ecin trasl = 
2
1

mL2 [ ϑ& 2 + ϕ& 2 + 2ϑ& ϕ& sin(ϕ–ϑ)]

Energia cinetica rotazionale:

Si trova immediatamente essendo la coordinata libera ϕ assoluta:

Ecin rot = 
2
1

Jϕ& 2

L’energia cinetica totale del sistema sarà quindi data da:

Ecin sist. = 
2
1

mL2 ϑ& 2 + 
2
1

(mL2+J)ϕ& 2 + mL2 ϑ& ϕ& sin(ϕ–ϑ)

Calcolo dell’energia potenziale:

L’energia potenziale del sistema è data dalla somma del contributo legato al peso dell’asta AB e di
quello dovuto alla deformazione elastica della molla.

Contributo dell’asta al potenziale:

∆Epot asta AB  = Epot - Epot iniziale

La coordinata verticale del baricentro è data da:
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YG = b – Lsenϑ + Lcosϕ

Assumendo come posizione di riferimento quella con ϑ = ϕ = 0, l’innalzamento del baricentro è
dato da

∆YG = YG (ϑ,ϕ) – YG (0,0) = –L (senϑ + 1 – cosϕ)

Per le convenzioni assunte (Y rivolto verso il basso), a ∆YG > 0, corrisponde una diminuzione di
energia potenziale, per cui si ha:

∆Epot asta AB = – mg ∆YG = mgL (senϑ + 1 – cosϕ)

Contributo della molla all’energia potenziale:

∆Epot molla  = 
2
1

 K ∆l2

Si tratta di determinare l’allungamento della molla dalla condizione di molla indeformata,
corrispondente alla situazione di energia potenziale nulla. In pratica si tratterà di determinare la
lunghezza della molla in funzione delle coordinale libere in quanto si conosce la lunghezza della
molla indeformata.
La lunghezza della molla può essere determinata ad esempio considerando il triangolo HOA e
utilizzando il teorema del coseno; infatti si conosce il lato HO (d’ora in poi indicato con d, dato che
d2 = a2 + b2), si conosce il lato OA (dai dati sappiamo che è lungo L) e l’angolo compreso, dato
dalla differenza di  un angolo α costante con la coordinata libera θ mentre il lato HA corrisponde
alla lunghezza della molla.
Indicando con Lm la lunghezza della molla si avrà:

Lm = (HO2 + OA2  - 2 HO OA cos(α - θ)) 2
1

 =

= (d2 + L2  - 2 d L cos(α - θ)) 2
1

Ricordando che la molla scarica ha lunghezza pari ad L, il suo allungamento sarà dato da:

∆Lm = Lm - L

Ai fini del problema, interessa il quadrato di tale grandezza:

∆Lm
2 = (Lm – L) 2  = Lm

2 + L2 – 2 Lm L =

= d2 + L2  - 2 d L cos(α - θ) + L2 – 2 (d2 + L2  - 2 d L cos(α - θ)) 2
1

 L =

= d2 + 2 L2  - 2 d L cos(α - θ) – 2 (d2 + L2  - 2 d L cos(α - θ)) 2
1

L =

L’energia potenziale della molla sarà quindi data da:

∆Epot molla  = 
2
1

K(d2 + 2L2  – 2dL cos(α–θ) – 2 (d2 + L2 – 2dL cos(α–θ)) 2
1

L)
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La variazione totale di energia potenziale del sistema nella generica configurazione è quindi data
da:

∆Epot sist = Epot asta  + Epot molla =

= mgL (senϑ + 1 – cosϕ) +
2
1

K(d2 + 2L2  – 2dL cos(α–θ) – 2 (d2 + L2 – 2dL cos(α–θ)) 2
1

L)

Siamo ora in grado di scrivere le equazioni differenziali che governano il comportamento del
sistema:

Prima equazione differenziale:

ϑ∂
∂

&
cinE

 =  mL2 [ ϑ&  + ϕ& sen(ϕ–ϑ)]








ϑ∂
∂

&
cinE

dt
d

 = mL2 [ ϑ&&  + ϕ&& sen(ϕ–ϑ) + ϕ& (ϕ& –ϑ& ) cos(ϕ–ϑ)]

ϑ∂
∂ cinE

= – mL2 ϕ& ϑ&  cos(ϕ–ϑ)

ϑ∂

∂ potE
= mgL cosϑ + 

2
1

K [–2dL sen(α–θ) + 2dL2 sen(α–θ) / (d2 + L2 – 2dL cos(α–θ)) 2
1

]

Seconda equazione differenziale:

ϕ∂
∂

&
cinE

 =  (mL2 + J) ϕ&  + mL2 ϑ& sen(ϕ–ϑ)







ϕ∂

∂
&
cinE

dt
d

 = (mL2 + J) ϕ&&  + m L2 [ϑ&& sen(ϕ–ϑ) + ϑ& ( ϕ& –ϑ& ) cos(ϕ–ϑ)]

ϕ∂
∂ cinE

= mL2 ϕ& ϑ&  cos(ϕ–ϑ)

ϕ∂
∂ potE

= mgL senϕ

Il primo obbiettivo è adesso quello di determinare le condizioni di equilibrio statico stabile del
sistema considerato. La condizione di equilibrio statico può essere trovata determinando per quali
valori delle coordinate libere si annullano le derivate prime del potenziale:

ϑ∂

∂ potE
= 0 ⇒ mgL cosϑ + 

2
1

K [–2dL sen(α–θ) + 2dL2 sen(α–θ) / (d2 + L2 – 2dL cos(α–θ)) 2
1

] = 0

ϕ∂
∂ potE

= 0 ⇒ mgL senϕ = 0

La prima equazione non si presenta di facile soluzione; comunque, si intuisce che i termini
“elastici” dovuti all’allungamento della molla dovranno equilibrare il termine mgLcosϑ dovuto al
peso dell’asta verticale. Ai nostri fini possiamo supporre che esista un certo valore ϑ0 che annulla la
derivata prima e rappresenti un punto di equilibrio stabile. Tale tesi può essere avvalorata
dall’osservazione diretta del sistema. La seconda equazione può al contrario essere risolta
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banalmente osservando che senϕ = 0 per ϕ = 0, come era lecito aspettarsi. Consideriamo dunque
come posizione di equilibrio statico la coppia di valori (ϑ0, 0).
Nota la posizione di equilibrio statico è ora possibile passare alla linearizzazione del sistema valida
per piccole oscillazioni attorno a tale posizione. Nel caso in esame, sia l’energia cinetica che
l’energia potenziale non sono forme quadratiche nelle variabili del problema; occorre dunque
procedere per entrambe allo sviluppo in serie di Taylor, che verrà arrestato agli infinitesimi di
secondo ordine.
L’energia cinetica è esprimibile nella forma:

Ecin = 
2
1

Jϑϑ(ϑ,ϕ)ϑ& 2 +
2
1

Jϕϕ(ϑ,ϕ) ϕ& 2 +Jϑϕ(ϑ,ϕ)ϑ& ϕ&

La sua forma approssimata, nell’ipotesi di piccoli spostamenti, è dunque la seguente:

Ecin ≅ 
2
1

Jϑϑ(ϑ0,0)ϑ& 2 +
2
1

Jϕϕ(ϑ0,0) ϕ& 2 +Jϑϕ(ϑ0,0)ϑ& ϕ& =

= 
2
1

mL2 ϑ& 2 + 
2
1

(mL2+J)ϕ& 2 + mL2 ϑ& ϕ& sen(–ϑ0) =
2
1

Jϑϑ ϑ& 2 +
2
1

Jϕϕ ϕ& 2 +Jϑϕϑ& ϕ&

Per quanto riguarda l’energia potenziale, occorrono le derivate seconde valutate nella posizione di
equilibrio statico:

0,

2

pot
2

0

E

ϑ
ϑ∂

∂
= … = Kϑϑ (> 0)

0,

2

pot
2

0

E

ϑ
ϕ∂

∂
= mgL = Kϕϕ (> 0)

0,

pot
2

0

E

ϑ
ϕ∂ϑ∂

∂
= 0

L’espressione dell’energia potenziale approssimata è dunque la seguente (si osservi che i termini
lineari in ϑ e ϕ sono nulli in quanto lo sono le derivate prime dell’energia potenziale valutate nella
configurazione di equilibrio):

Epot ≅ Epot(ϑ0,0) + 
2
1

Kϑϑ ϑ2 + 
2
1

Kϕϕ ϕ2

Da forme energetiche quadratiche si ottiene un sistema di equazioni lineari; gli autovalori di questo
sistema consentono di ricavare le frequenze proprie richieste.
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Meccanica Applicata alle Macchine – Allievi Aerospaziali
prof. A. Curami - Appello del 2 settembre 1998

Dato il meccanismo sotto raffigurato si determini, per la  configurazione rappresentata:
• la velocità e l'accelerazione del punto D;
• la velocità e l’accelerazione angolare del disco
• la forza sviluppata dall’attuatore lineare (F)
• le reazioni vincolari nel punto A
e si esegua la verifica al rotolamento del disco.
Nello svolgimento dell'esercizio si supponga che:
a) AB ruoti in verso orario con velocità angolare ω nota e costante;
b) il sistema operi in un piano verticale;
c) la geometria sia completamente nota;
d) il disco abbia massa Md e momento di inerzia baricentrico Jd;
e) l’elemento CE dell’attuatore abbia massa M1 e momento di inerzia J1;
f) gli attriti siano trascurabili;
g) sia noto il coefficiente di attrito disco superficie.

A

B

C

D

E

F
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Soluzione proposta

Analisi del sistema

Prima di affrontare i quesiti proposti svolgiamo una breve analisi del sistema nella quale andiamo a
definire, per ogni punto notevole dello stesso, la traiettoria, la velocità e l’accelerazione assolute
riassunte nella tabella sottoriportata.

Punto del sistema Traiettoria assoluta Velocità assoluta Accelerazione assoluta
Punto A Punto a terra Nulla Nulla
Punto B Circonferenza centrata in A Nota - ωω Λ AB Nota - ωω Λ (ωω  Λ AB)
Punto C Punto a terra Nulla Nulla
Punto D Parallela a terra ? ?
Punto E Circonferenza centrata in C ? ?

Primo quesito: la velocità e l'accelerazione del punto D;

La velocità di D può essere determinata ricorrendo al teorema dei moti relativi con un procedimento
in due passi:
- si posiziona nel punto B una terna traslante di moto circolare uniforme attorno ad A con velocità

angolare ω costante in verso antiorario;
- si esprime la velocità assoluta di D come somma vettoriale della velocità di trascinamento e di

quella relativa rispetto alla terna sopra descritta.
Riassumendo in una tabella si ottiene:

VD  (assoluta) = VB  (VD trasc.) VDB (VD rel.)

modulo ?  ABω ? ( )BDBDù
direzione // orizzontale ⊥  AB ⊥  DB

Costruendo il triangolo delle velocità si ottiene:

                  
                           VDB                             VB

  

__

VD

Per cui ricaviamo il valore di moduli di VDB e VD,
Oltre alle due velocità incognite è importante determinare anche:

DB
V

ù DB
BD =   verso orario

che verrà utilizzato nella determinazione dell’accelerazione di D.

A

D

B
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La accelerazione di D può essere determinata ricorrendo al teorema dei moti relativi utilizzando la
stessa terna mobile precedentemente introdotta per il calcolo della velocità.
Questo significa che si esprimerà l’accelerazione assoluta di D come somma vettoriale della
accelerazione di trascinamento e di quella relativa rispetto alla terna sopra descritta; avend assunto
un riferimento traslante, la componente di Coriolis è nulla.
Riassumendo in una tabella si ottiene:

AD  (assoluta) = AB  (VD trasc.) ADB (VD rel.)
norm tang norm tang

modulo ? AB2ω / BDù 2
BD BDù&

direzione // orizzontale // BA verso A / // BD verso B ⊥  BD

Costruendo un quadrilatero delle accelerazioni otteniamo il modulo DA  e ω il valore di BDù& .

                           _
             ADB tan

    __
    ADB (norm.)
  __
   AB n

                                                         __
                                      AD

Secondo quesito: la velocità e l’accelerazione angolare del disco;

La risposta a questo quesito è molto semplice in quanto, supponendo che il disco rotoli senza
strisciare, il suo movimento istantaneo è equivalente ad una rotazione attorno al suo punto di
appoggio per cui si avrà:

R

Vd
d =Ω             

R

Ad
d =Ω&

dove con R si è indicato il raggio del disco.

Terzo quesito: la forza sviluppata dall’attuatore lineare (F);

Non essendoci per ipotesi nel sistema attriti dissipativi è possibile utilizzare il teorema delle
potenze:
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dt
dE

WW cin
rm =−

Determiniamo il valore assunto dai singoli termini:

Potenza motrice:

Wm = rVF
rr

×

dove F è l’incognita da calcolare mentre Vr (velocità di allungamento dell’attuatore) è
determinabile in base ai dati del problema ricorrendo al teorema dei moti relativi con un
procedimento in due passi:
- si posiziona nel punto C una terna rotante con velocità angolare ω2;
- si esprime la velocità assoluta di B come somma vettoriale della velocità di trascinamento e di

quella relativa rispetto alla terna sopra descritta.

La scelta della terna mobile fa in modo che la velocità relativa coincida con la Vr incognita sopra
descritta.
Riassumendo in una tabella quanto detto si ottiene:

VB  (assoluta) =   VB trasc. VB rel.
modulo ωω AB ?   (ωω 2 BC ) ?

direzione ⊥  AB ⊥  BC // BC

  _
                         VB rel.

   __
                         __                     VB   trasc.
                          VB ass.

Potenza resistente:

Wr = – M1g
r

  x  GV
r

 – Md g
r

  x  DV
r

Nel primo termine, M1 è noto dai dati del problema, g è l’accelerazione di gravità mentre VG indica
la velocità del baricentro dell’asta CE; in assenza di indicazioni precise il baricentro può essere
posizionato in modo arbitrario lungo l’asta CE, ad esempio dove termina il pistone ed inizia l’asta.
La VG può essere determinata facilmente utilizzando la velocità di trascinamento appena calcolata.
Infatti, tenendo conto che:
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BC
V  trascB

2 =ω

si avrà:

GV
r

 = 2ωωr  ΛΛ  CG

Il secondo termine pone meno problemi in quanto, osservando che g
r

 e DV
r

 (velocità baricentro del
disco) sono vettori perpendicolari tra loro, si può concludere che il prodotto scalare sarà nullo.

Variazione dell’energia cinetica

In questo termine compariranno soltanto gli elementi del sistema dotati di massa e quindi, l’asta CE
ed il disco. Ricordando che l’energia cinetica ha una componente traslazionale ed una rotazionale
sarà più semplice esprimerne la variazione:

dEcin /dt = M1 GA
r

 x GV
r

 + J1 2ωω&  x ωω
r

  + Md DA
r

 x DV
r

 + J1 dΩΩ&  x dΩΩ
r

Gli unici termini incogniti presenti nella relazione sono GA
r

  e  2ωω& ; per determinarli riutilizzo la
terna rotante centrata in C:

Il primo passo consiste nell’esprimere l’accelerazione assoluta di B come somma vettoriale della
accelerazione di trascinamento, di quella relativa (rispetto alla terna sopra descritta) e di quella di
Coriolis.
Riassumendo in una tabella si ottiene:

AB  (assoluta) = AB  (trasc.) AB (rel.) AB (Coriolis)
norm norm tang
ωω2 AB 2

2ωω  AB ? ? 2(ωω 2  Vrel)
// BA // BC ⊥  BC // BC ⊥  Vrel

           _
                   _                       AB rel.
                                                                        __                         AB tras.    _
                                                AB ass.                        AB Coriolis

_
AB Tris norm.
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Il termine 2ω&  si determina immediatamente in quanto:

BC
A  trascB

2 =ω&

mentre per quanto riguarda l’accelerazione del baricentro, visto che ai nostri scopi interessa solo la
componente parallela alla velocità, e quindi quella tangenziale, sarà data da:

AGtang = 2ω& Λ CG

A questo punto, nel bilancio energetico, rimane come unica incognita la forza F
r

 generata
dall’attuatore che può quindi essere determinata.

Quarto quesito: le reazioni vincolari nel punto A

Il calcolo della reazioni vincolari può essere eseguito in molti modi diversi caratterizzati da diversi
gradi di complessità. Prima di partire con un procedimento è quindi opportuno riflettere se si tratta o
meno dell’approccio migliore.
Nel caso specifico l’osservazione di partenza è che le due aste AB e BD sono prive di massa e non
caricate; agiscono quindi da bielle e la direzione della reazione è quella dell’asta stessa.

Stacchiamo il disco dal sistema sostituendo alla cerniera la reazione esercitata dalla biella:

Le incognite sono la reazione orizzontale T, quella verticale N e la reazione della biella RBD,
servono quindi tre equazioni:

    0CR TM i
 disco     

(D) =+Λ=
rrrr

ricavo il valore di T

R(x)
disco = Fi – T + RBD cosαα  = 0 ricavo RBD

R(y)
disco = Mdg + RBD sinα - N = 0    ricavo N

Come quarta equazione, per determinare RA come richiesto nell’esercizio, si può scrivere il
momento rispetto a C del sistema privato dell’asta BD e AB, come sotto raffigurato:

                                  N

                                             T

                                  Mg

                                  F
I

R
B D

 

DJD
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        RA

                                  RBD

CBRCB RM ABD
     ABEC
(C)     Λ+Λ=

rrr

Quinto quesito: verifica del rotolamento del disco

Le reazioni N e T (normali e tangenziali) che il disco scambia con il terreno sono state determinate
come visto sopra.
Si tratta di verificare la diseguaglianza:

NfT s<
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Quesito proposto

Dato il sistema sotto raffigurato, operante nel piano verticale, si sviluppino i seguenti temi:
• Scrivere il sistema di equazioni differenziali che ne descrivono le vibrazioni;
• Scrivere il sistema di equazioni linearizzato;
• Indicare come è possibile ricavare la legge del moto del sistema;
A tal fine si ritengano note la massa (M) del carrello, la massa ed il
momento di inerzia dell’asta (m, J), le costanti elastiche delle due
molle, le caratteristiche geometriche del sistema e si trascurino gli
attriti.

Si descriva, anche ricorrendo ad una trattazione analitica,  il principio di funzionamento del
sismografo e dell’accelerometro.

Soluzione proposta

Osservando il sistema si nota che esso presenta tre gradi di libertà; come coordinate libere
assumiamo:

θθ – oscillazione asta attorno alla cerniera (positiva in verso orario)
x – spostamento assoluto del carrello (positivo verso destra)
y – spostamento assoluto del vincolo (positivo verso destra). Si noti che la legge del moto del

vincolo è nota.

Utilizziamo per la risoluzione il metodo di Lagrange:

Calcolo dell’energia cinetica:

L’energia cinetica del sistema coincide con quella degli elementi dotati di massa e quindi, nel caso
dell’esercizio proposto, con la somma di quella del carrello e dell’asta.

Ecin carrello = 
2
1

 M 2
CV                           VC= velocità del baricentro del carrello

Per comodità calcolo l’energia cinetica totale dell’asta come somma di quella dovuta alla
traslazione del baricentro e di quella dovuta alla rotazione attorno alla cerniera:

Energia cinetica traslatoria:

y =yocos(Ωt)

M

m, J

K2K
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Ecin trasl = 
2
1

 m 2
aV Va = velocità del baricentro dell’asta AB

           V2 = 2ϑ&
4
l2

Anche se non fornita tra i dati dei problemi si è fatta l’ipotesi che l’asta avesse lunghezza L e che,
essendo la massa distribuita in modo uniforme, il baricentro si trovi a distanza l/2 dalla cerniera.
Energia cinetica rotazionale:

Si trova immediatamente essendo la coordinata libera ϑ assoluta:

Ecin rot = ½ J 2ϑ&

L’energia cinetica totale del sistema sarà quindi data da:

Ecin sist. = ½ M 2x&  + ½ m (l/2 ϑ& )2 + ½ J 2ϑ&

Calcolo dell’energia potenziale:

L’energia potenziale del sistema è data dalla somma del contributo dovuto alle due molle aumentata
della variazione di energia potenziale dell’asta; il carrello infatti non va considerato in quanto il suo
movimento avviene su una superficie equipotenziale.

Contributo della prima molla al potenziale:

∆Epot molla  = 
2
1

 2 K ∆l2  = K (x – y) 2

Contributo della seconda molla al potenziale:

∆Epot molla  = 
2
1

 K ∆l2  = 
2
1

 K (x + lsinθ) 2

Contributo dell’asta al potenziale:

∆Epot asta = Epot - Epot iniziale = 
2

mgl
(1–cosϑ)

Si sottolinea che durante il calcolo dell’energia potenziale si è supposto che il movimento dell’asta
potesse essere confuso con un movimento orizzontale e che quindi le molle agiscano entrambe
rigorosamente in orizzontale.
L’energia potenziale complessiva del sistema sarà:

∆Epot. sistema  = K (x – y) 2 + 
2
1

 K (x + lsinθ) 2 + 
2

mgl
 (1–cosϑ)
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Siamo ora in grado di scrivere le equazioni differenziali che governano il comportamento del
sistema:

Prima equazione differenziale:

x 
E cin

&∂
∂

 =  M x&

derivando rispetto al tempo si ottiene:

/dt
x

E
d cin

&∂
∂

 = M x&&

Inoltre:

x

Epot

∂

∂
 =  K 2 (x-y) + K (x + lsinϑ)

quindi la prima equazione differenziale è:

M x&&  +3K x + Kl sinθ = 2K y

Seconda equazione differenziale:

∂Ecin
 /∂ θ&  =  ml/2 θ&  + J θ&

derivando rispetto al tempo si ottiene:

d(∂Ecin
 /∂ θ& )/dt  = (ml2 / 4 + J) θ&&

Inoltre:

∂Ecin
 /∂θ = 0

∂Vpot
 /∂θ = K (x + Lsinϑ) l cosϑ − mgl/2sinϑ

La seconda equazione differenziale è quindi determinata:

J*θ&&  + K (x + l sinϑ) l cosϑ + mgl/2 sinϑ = 0

Il primo obiettivo è adesso quello di determinare le condizioni di equilibrio statico stabile del
sistema considerato. La condizione di equilibrio statico può essere trovata determinando per quali
valori delle coordinate libere si annullano le derivate prime del potenziale:

∂Vpot
 /∂x = 2K(x) + K(x + l sinϑ) = 3Kx + Kl sinϑ

∂Vpot
 /∂ϑ = K(x + l sinϑ) l cosϑ  + mgl/2 sinϑ = 0
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Dalla prima equazione si ricava che:

x = − 
3
sinl ϑ⋅

che, sostituito nella seconda ci dà:

0sin
2

mgl
sincosl

3
2

K 2 =ϑ+ϑ⋅ϑ

Come si vede, una soluzione corrisponde a ϑ = x = 0; altre soluzioni si hanno per:

cosϑ = 
Kl4
mg3−  < 0

cui corrispondono valori di ϑ > π/2, in contrasto con la geometria del problema. Consideriamo
quindi la posizione ϑ = x = 0. Siamo ora in grado di linearizzare l’espressione dell’energia
potenziale, nell’intorno della posizione di equilibrio, nell’ipotesi di piccole oscillazioni.

L’energia potenziale è una funzione di due variabili, quindi lo sviluppo in serie sarà:

2

0,0

2

p
2

0,0

p
2

2

0,0

p
2

0,0

p

0,0

p

0,0potpot x
x

E

2
1

x
x

EE

2
1E

x
x

E
EE

∂

∂
+ϑ

ϑ∂∂
∂

+ϑ
ϑ∂

∂
+ϑ

ϑ∂
∂

+
∂

∂
+= 2

Nel tema proposto

( ) ( )ϑ−+ϑ++= cos1
2
l

 gm)sin  lK(x
2
1

y-xKE 22
pot

( ) 0cos1
2
l

 mg)sin  lK(x
2
1

KxE 2
0

2
00,0pot =ϑ−+ϑ++= 00

( ) 0lsenxK2Kx
x

E
000

0,0

pot =θ++=
∂

∂

( ) 0sin 
2
l

 mgcosl sin  lxK 
E

0

0,0

pot =ϑ+ϑϑ+=
θ∂

∂
000

B3K
x

E

0,0

2

pot
2

==
∂

∂

( ) C
2
l

mglKcos mg 
2
l

sin Klx - sin -cos Kl
E 2

0
222

0,0

pot =+=ϑ+ϑϑϑ=
θ∂

∂
00002

KlcosKl
x

E

x

E

0,0

pot
2

0,0

pot
2

=θ=
∂θ∂

∂
=

θ∂∂
∂

0

L’energia potenziale, con opportuna sostituzione, può essere vista sotto questa forma:
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ϑ+ϑ+= DxC
2
1

Bx
2
1
  V 22

Le equazioni linearizzate risultano così:





=+ϑ+θ
=ϑ++

0DxCJ

2KyDBxxM
* &&

&&


